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A MA MÈRE. 



PREMIÈRE THÈSE. 



SUR UNE CLASSE DE SURFACES. 



INTRODUCTION. 

La présente étude a pour but de grouper dans une même classe diverses caté- 
gories de surfaces dont plusieurs ont fait l'objet de nombreux et remarquables 
travaux. Nous signalerons spécialement les surfaces minima, les surfaces à déve- 
loppée moyenne plane ('), les surfaces réglées imaginaires de Monge ( 2 ). Les 
surfaces réglées de Serret ( 8 ) font partie de ces dernières et, par suite, rentrent 
dans le champ de nos recherches. 

Les auteurs qui ont étudié ces familles se sont bornés à établir les propriétés 
caractéristiques de chacune d'elles. Or notre attention a été attirée par un carac- 
tère commun à toutes ces surfaces. Nous avons, en effet, observé que toutes 
vérifient une équation aux dérivées partielles extrêmement simple 

z=0 



du*du\ 



Ç, u, u t désignant les coordonnées d'Ossian Bonnet ( 4 ), 

Celte propriété analytique établie, nous avons cherché à en déduire une 



(*) Au cours de ce travail, il ne sera question que de la développée moyenne ponctuelle. 
(') Monge, Application de l'Analyse à la Géométrie. 
( s ) Serret, Journal de Liouville, 1848, p. 36 1. 

( 4 ) Sur la nature de ces coordonnées, voir Darboux, Théorie des Surfaces, t. I, p. 24'5 
et suiv. 
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2 M. DE MONTCHEDIL. 

propriété géométrique, et nous sommes parvenu à déterminer un mode de 
construction propre à la classe de surfaces définie par l'équation précédente. 

Voici par quelles considérations on y est'conduit. 

Pour la brièveté du langage nous appellerons équation S l'équation que nous 
venons d'écrire, et surface S toute surface définie par celte équation. Les sur- 
faces S renferment la classe des surfaces minima, nous venons de le dire ( 4 ). 11 
est par suite assez naturel de chercher, dans une généralisation des procédés de 
construction de celles-ci, l'interprétation de toutes les surfaces de l'ensemble. 

C'est ce que nous avons fait, en prenant pour point de départ une conception 
de Ribaucour ( 2 ) relative aux surfaces minima. 

Sophus Lie les avait considérées comme le lieu du milieu d'un segment dont 
les extrémités décrivent deux courbes minima. Ribaucour a eu l'idée d'associer, 
à la considération des éléments ponctuels de ces courbes, celle de leurs éléments 
tangentiels, en d'autres termes, de leurs plans oscillateurs. On est ainsi conduit à 
constater que la droite menée par le point milieu du segment, parallèlement à 
l'intersection des plans osculateurs des deux courbes, n'est autre que la normale à 
la surface minima décrite par ce point. 

L'idée de généraliser ce mode de construction s'offrait d'elle-même à l'esprit, 
et l'on était amené à se demander quel résultat il fournirait, lorsqu'aux deux 
courbes minima l'on substituerait deux courbes quelconques de l'espace. 

Le point milieu du segment, reliant par ses extrémités les deux courbes, décrit 
les surfaces de translation. Ce résultat est dès longtemps connu. 11 restait à 
étudier la nature de la congruence qui, dans le cas des courbes minima, est 
formée des normales à la surface minima correspondante. Mais ici deux procédés 
de généralisation s'offrent à l'investigation du géomètre. Dans le cas des courbes 
minima, le même plan jouit de la double propriété d'être oscillateur à la courbe 
et tangent au cercle de l'infini. Or, lorsqu'on passe à une courbe quelconque, ces 
deux propriétés caractérisent des plans distincts, et il y a lieu de considérer sépa- 
rément les plans osculateurs de la courbe et les plans tangents à celle même 
courbe et au cercle de l'infini. De là deux procédés de généralisation absolument 
distincts. Dans son étude sur les propriétés des surfaces W, M. Darboux a consi- 
déré le premier mode de généralisation ( 3 ). Prenant deux courbes quelconques, 
parle milieu du segment qui les relie il mène une parallèle à l'intersection des 
plans osculateurs de ces courbes. 11 obtient ainsi une congruence qui jouit de 
propriétés remarquables et renferme, comme cas particulier, la congruence des 
normales aux surfaces minima. Toutefois, les courbes étant quelconques, cette 



(*) M. Darboux en a fait le premier la remarque (Théorie des Surfaces^ t. I, p. 297). 
(*) Ribaucour, Etude des élassoïdes ou surfaces à courbure moyenne nulle. 
( a ) Darboux, Théorie des Surfaces, t. III, p. 372. 



SUR UNE CLASSE DE SURFACES. ô 

congruence n'est pas formée des normales à une surface. Il en sera ainsi lorsque 
les courbes seront à torsions constantes, égales et de sens contraires. 

Le mode de construction des surfaces E que nous nous proposons de déter- 
miner s'obtient en suivant la seconde voie de généralisation indiquée tout à 
l'heure. 

Nous prenons donc deux courbes quelconques et nous considérons, en même 
temps que le point milieu du segment qui les relie, la droite menée par ce point, 
parallèlement à l'intersection de deux plans tangents à la fois aux courbes et au 
cercle de l'infini. 

De cette simple considération nous serons en mesure de déduire la proposi- 
tion suivante, qui est le fondement de notre théorie : 

Tandis que le point milieu du segment décrit une surface de translation, la 
droite correspondante constitue Vêlement d'une congruence normale à une 
famille de surfaces qui admettent pour développée moyenne cette surface de 
translation. L'ensemble de ces surfaces est celui que définit V équation S. 

Comme on le voit, la considération de deux courbes quelconques et de deux 
plans tangents à ces courbes et au cercle de l'infini nous donne une interpré- 
tation géométrique de l'équation S. Il y a lieu, toutefois, de compléter cette inter- 
prétation. Dans le cas particulier des surfaces minima où n'interviennent que deux 
fonctions arbitraires, le rôle géométrique de chacune d'elles est nettement carac- 
térisé par la courbe minima correspondante. Mais, dans le cas général, les 
surfaces S dépendant de quatre fonctions arbitraires, et chacune des courbes 
étant définie au moyen de deux de ces fonctions, celles-ci ne sont pas suffisam- 
ment déterminées. Il est donc nécessaire de recourir à un nouveau mode de con- 
struction, d'ailleurs dérivé du précédent, et que nous allons exposer brièvement. 

Dans chacun des deux plans isotropes passant par Taxe des s, traçons deux 
courbes quelconques. Soient C, Ct les courbes du premier plan, D, Dj les courbes 
du second. Associons deux à deux les points des courbes C et D, de telle sorte 
que les tangentes à ces courbes aux points ainsi associés se projettent orthogona- 
lement (ce qui est ici possible) soit sur le plan des #, 3, soit sur celui des y, z. 
Faisons de même pour les courbes Cf et D,. On vérifie alors que le centre des 
moyennes distances aux quatre points décrit une surface de translation, déve- 
loppée moyenne d'une famille de surfaces E, et que chacune des quatre courbes 
dépend d'une des quatre fonctions arbitraires relatives à ces surfaces. Les courbes 
nous donnent ainsi l'interprétation géométrique de ces fonctions. 

La détermination du rôle géométrique distinct que joue chacune des quatre 
fonctions dans la construction des surfaces S fournit une base avantageuse pour la 
classification de ces surfaces. Elle permet, en effet, de la fonder sur des pro- 
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priélés analytiques et géométriques à la fois, d'ailleurs nettement définies. 11 
nous suffira de classer ces surfaces d'après la nature des courbes dont elles 
dépendent. Elles se trouveront, par le fait, groupées d'après la nature des fonc- 
tions correspondantes. 

Nous considérerons donc successivement les surfaces qui dépendent d'une, 
puis de deux et enfin de trois courbes communes, et, par voie de conséquence, 
d'un même nombre de fonctions communes. 

Chacune de ces courbes jouant un rôle identique dans la génération des 
surfaces, toutes celles qui dépendent d'une même courbe formeront une classe 
unique. 

Pour les surfaces à deux courbes ou deux fonctions communes, il y a lieu de 
considérer Irois cas, selon que les points décrivants des deux courbes sont des 
points indépendants et situés dans des plans isotropes distincts, ou bien des points 
indépendants et situés dans le même plan, ou enfin des points associés et situés 
dans des plans distincts. Nous verrons qu'il y a lieu de considérer deux de ces 
catégories comme formant un groupe unique. Dès lors, nous obtenons deux 
nouvelles classes de surfaces. 

Enfin, pour la raison indiquée plus haut, les surfaces qui diffèrent par une 
seule courbe formeront une classe unique. Nous obtenons ainsi quatre classes 
distinctes de surfaces £. 

Désignons par A, B deux fonctions de a, par A|,B, deux fonctions de u K et 
indiquons leurs dérivées par des accents. La solution générale de l'équation 3 
sera donnée par la formule 

l = Au l +A,« + B -hB„ 

et l'on vérifie que les quatre classes de surfaces correspondantes seront définies 
par les équations 

T7J- =A > 3 r-=A'+A,) y-, =«iA V +B% 3- =: A,4- «iA'-h B'. 

ÔU'OUx ouôu l l ou 1 ou 

Celte classification permet d'étudier avec méthode les cas particuliers. Il nous 
suffira d'égaler à zéro une, deux, puis trois des fonctions arbitraires, ou, ce qui 
revient au même, d'annuler les seconds membres des équations précédentes. 

L'équation 



diï 



o, 



par exemple, nous donne les surfaces réglées imaginaires de Monge. 

L'équation 

(H =Q 
dudtii 



/ 
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définit les surfaces pour lesquelles tout point delà développée moyenne est à 
égale distance de la surface et d'un plan fixe. Nous déduisons de cette équation 
un système cyclique. 

A ces premières applications nous en joignons quelques autres choisies avec 
moins de méthode, mais que nous avons cru devoir étudier à raison de l'intérêt 
qu'elles présentent. 

Nous déterminons d'abord les surfaces réelles qu'on obtient en prenant pour 
fonctions arbitraires deux couples de fonctions conjuguées. 

Les surfaces doubles attirent ensuite notre attention. Pour les obtenir, il 
suffit didenlifier les deux courbes qui figurent dans la construction de toute 
surface S. 

Nous étudions encore les relations des surfaces minima et des surfaces à déve- 
loppée moyenne plane, et nous retrouvons celles mêmes qu'ont indiquées O. Bonnet 
et M. Darboux. Nous remarquons que le mode de transformation dont nous nous 
servons pour faire dériver, d'une surface minima, une surface à développée 
moyenne plane donne une surface de même nature lorsqu'on prend pour point 
de départ une surface définie par l'équation 

= o. 



âitâui 



Dans le premier cas, la développée moyenne est un plan réel; dans le second, 
elle est formée par un plan imaginaire. 

Cette remarque nous amène à déterminer une catégorie plus générale de sur- 
faces qui, par le mode de transformation indiqué, conduit aux surfaces dont la 
développée moyenne est un plan quelconque. 

Une application intéressante nous est encore offerte par les surfaces H a 
lignes de courbure planes dans les deux systèmes. Après les avoir déterminées 
dans leur ensemble, nous étudions à part les surfaces algébriques. Parmi ces sur- 
faces nous rencontrons la surface minima d'Enneper, la cyclide de Dupin et une 
surface donnant lieu à un système cyclique qui renferme cette dernière comme 
cas particulier. 

Nous terminons ces applications par l'étude sommaire d'une catégorie de sur- 
faces que l'on construit à l'aide de deux hélices de même axe. Pour certaines 
valeurs des paramètres, on obtient des surfaces minima, et des surfaces à déve- 
loppée moyenne plane. On obtient encore une famille de surfaces S qui admet 
pour développée moyenne la surface minima hélicoïdale. 



PREMIÈRE PARTIE. 



• » __ ' » 



PROPRIETES GENERALES. 



Devant faire un constant usage des coordonnées d'O. Bonnet, nous commen- 
cerons par en rappeler la définition. 

On détermine une surface au moyen d'une relation entre trois variables £, */, u t 
définies comme il suit. 

Les variables indépendantes w, u t sont assujetties à vérifier les relations 

« + «l , . U x — U „ UU X — I 

i -h uu t i -h uu x i H- uu x 

c, c', c" désignant les cosinus directeurs de la normale à la surface. 
La quantité \ sera donnée par la formule 

(u -+- u Y )x H- i(u x — u)y H- (mw, -i): + E = o, 

où x, y, £ représentent les coordonnées cartésiennes de la surface. Nous emploie- 
rons encore un second système relié au précédent par les formules 

tr £ / l 

«1 "l 



I. — Développée moyenne des surfaces H. 

Soient x, y, z les coordonnées cartésiennes d'un point d'une surface quel 
conque S; R, R' les rayons de courbure relatifs à ce point; x , y 0) z les coor- 
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données du point correspondant de sa développée moyenne. Si l'on cherche 
l'expression en coordonnées £, u, u x relatives à S des coordonnées x , y , z de 
la développée moyenne, ainsi que du segment qui relie les points correspondants 
des deux surfaces, on trouve les relations 

« + m, B + R' i f, x d*P dP dP 



i 4- util 



2 [ du du x du du x J 



J i-hw«i 2 2 L dudu x du du x j 

H-i/iii 2 2 L dudu x du du x J 



-2 — Z 



R + R 1 



De ce svslème on tire 



(»> 



<)*#„ __ u-+-u x 

(}« ^ll! 2 


du* du\ ' 


^'/o „."i- « 


#1 


(Jll dll t 2 


dit 1 àu\ ' 


d*£ UU t — I 


P\ 


dudu x 2 


du* du\ ' 


<?*po IIM, H-I 


■ • 



\ du du x 2 du 1 du\ 

De la dernière formule du système (2) nous déduisons immédiatement la pro- 
position suivante : 

Pour toute surface £ la somme des rayons de courbure est égale à la 
somme de deux fonctions, l'une de u, Vautre de u t ; *z, u h étant les paramètres 
des génératrices rectilignes de la sphère de rayon 1 . Réciproquement, toute 
surface dont la somme des rayons de courbure a la forme indiquée est une 
surface S. 

Les trois premières formules du système (2) montrent que toute surface H 
admet une surface de translation pour développée moyenne. On n'en saurait con- 
clure que toute surface de translation est la développée moyenne des seules sur- 
faces S, car les paramètres 1/, u { des deux courbes qui caractérisent la surface 
de translation n'ont pas nécessairement la signification précédente. Nous pouvons 
seulement établir que toute surface de translation est la développée moyenne 
d'une famille de surfaces S. C'est ce qu'on démontre aisément comme il suit. 

Soient A, B deux fonctions arbitraires de m; À,, B, deux fonctions arbitraires 
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de i/|. L'intégrale générale de l'équation S peut s'écrire 

Le système (i) donne alors 

_ X + X , _ Y -f- Y, _ Z 4- Z, 

X, Y, Z ; X| , Y, , Z f ayant pour expressions 

ix = «a'- a -B', x t - Wi a; - A f — b;, 

(3) Y = i(A-«À'-B'), Y l =i(u l X\^ A, +B;), 

f Zt= b — «b'-à 1 , z t = b, — i^b; — a;. 

Ces dernières formules définissent les courbes décrites par les extrémités du 
segment mobile dont le point milieu décrit la développée moyenne. 

Toute la question revient à examiner si, par une détermination convenable des 
fonctions arbitraires A, A n B, B f , les formules précédentes peuvent être amenées 
à représenter deux courbes quelconques. C'est ce dont on s'assure aisément. 

Soient, en effet, 

ff(x 9 y 9 z) = o, ty{x f y 9 s)=o 

les équations d'une courbe donnée. Si, dans ces relations, on porte les valeurs 
des quantités # , y 0j z précédemment définies, on obtient un système de la 
forme 

F(w, A, A', B, B') = o, •(«, A, A', B, B') = o, 

système qui permettra de déterminer A, B. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Toute sur/ace E admet pour développée moyenne une sur/ace de transla- 
tion. Toute sur/ace de translation est la développée moyenne d'une famille 
de sur/aces S. 

Nous disons : une famille de surfaces S. Il est en effet évident que, si une sur- 
face S jouit de la propriété indiquée, toute la famille des surfaces parallèles qu'on 
obtient en ajoutant à l'expression de £ le terme k(\ -\- uUi) (k désignant une 
constante) jouira de la même propriété. 

DE M. 2 
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II. — CoNGRUENCE DES NORMALES. 



Nous venons de voir comment, parlant de l'équation d'une surface E, on en 
déduit, au moyen de deux courbes, la construction de sa développée moyenne. 
Nous allons maintenant partir de deux courbes données arbitrairement, et en 
déduire la congrucnce des normales à une famille de surfaces. 

Dans le cas des surfaces minima, c'est-à-dire dans le cas où la surface S s'iden- 
tifie avec sa développée moyenne, Ribaucour a indiqué un mode de construction 
de la normale. Par le milieu du segment reliant deux points des courbes minima, 
il mène une parallèle à l'intersection des plans osculateurs de ces courbes, et cette 
parallèle n'est autre que la normale. 

Nous allons procéder d'une manière analogue, les courbes données étant quel- 
conques. Seulement, comme nous l'avons dit dans l'Introduction, au lieu des 
plans osculateurs à ces courbes, nous considérerons les plans isotropes qui les 
enveloppent. 

Soient donc X, Y, Z; X|, Y|, Z| les coordonnées respectives de deux courbes 
données. Quelles que soient les courbes, on peut toujours, nous l'avons vu, 
déterminer deux fonctions A, B d'une variable u et deux fonctions A,> B< d'une 
variable //, , de telle sorte que les coordonnées des deux courbes soient définies 
par les formules du système (3). Les quantités «, u { figureront les variables 
d'O. Bonnet relatives à une famille de surfaces S qui admettra pour développée 
moyenne la surface de translation, lieu du milieu du segment dont les extrémités 
décrivent les deux courbes. 

Cela posé, considérons en particulier la première courbe et cherchons les équa- 
tions des deux plans isotropes qui l'enveloppent. 

L'équation générale d'un plan isotrope peut s'écrire : 

Cl) (i — v*)jc 4- ï(i •+- v*)y ■+• a «'5 ■+- 2 V — o, 

où V figure une fonction arbitraire de paramètre quelconque v. 
Écrivons que ce plan est tangent à la courbe. 
On a les deux relations 

(î — i'*)X -+-1(1-+- r 2 ) Y -4- 2 t>Z -h a V = o, 
(i — e s ) dX -+- i(i h- v 1 ) cl\ r -t-2vdZ = o. 

Si, dans ces formules, on porte les valeurs X, Y, Z; rfX, rfY, dL déduites du 
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système (3), on trouve les relations 

(u — r)A'-4- r(c — w)B' — A -h <>B 4- V = o, 

(// — r)(A f — rir) = o, 

qui définissent r, V en fonction de //. 
On obtient ainsi les deux systèmes 

( i» = </, ( A"— vB"=o, 

I V = A - i/B. / V m A — rB ■+- (r - «)(A' — rB'). 

Le premier de ces systèmes a l'avantage, sur le second, de donner une valeur 
de v indépendante de la nature des fonctions arbitraires et, par suite, de la nature 
des courbes correspondantes. C'est celui que nous considérerons désormais. Nous 
remarquerons incidemment que, pour les courbes minima, les deux plans iso- 
tropes qui les enveloppent s'identifiant avec leur plan oscillateur, les deux sys- 
tèmes précédents doivent se confondre. Par suite, on doit avoir simultanément 

r = // f A f — rB f = o. 

Ou voit par là que l'équation des surfaces minima peut s'écrire 

4 = A h, 4- A, u 4- B 4- B lf 

les fonctions À, A, étant définies par les relations 

A'=«B' f a; = i/,b; ( i ). 

11 est aisé de vérifier qu'il en est ainsi. 
On a, en effet, 

U -4- IV 
*=—ï— 



i[\ x ^ <r - àl ./l 

a L </w àu t au du v ^J 



Pour 



R + R' = o 



(') Ces deux relations entraînent seulement R -+- R' = const. et non nécessairement 
H -+- IV =■ o. Quoi qu'il en soit, les surfaces tracées serout toutes parallèles à une surface 
minima. 



•„■ , ',% y*t*e \*:\ >* "*: .t * ^ ; et \ i\e s.---.* lei^c* c> î-£^"r dis? !"éq«a- 
■■'/,*. î et '{•# vft 'M*'."** *n <Ul>,--" *&*'>£%£ r^-i^f « -* se-i-sie co«rbc r oa 

',;,' ertt fe *>%4e**e 

— ét* * -/ f — «* r — 'tmz — î A — * B = o. 
* - // ? * - /;-*-«* r — îtf * — v A — *- B- = o. 



f>rt b\t&U<9M dïituu*+nt aîntï dtux pian* isotropes- en îelcjpes respectives des 
de'ji #y>«*b"», 

f^> Vtn*idtr*Uon de ce* plan* oou^ permet de déterminer itnmê JiaLearcnt b 
'.o/i^merice de* normale* a la hmYûe de surface» 2. dont 1* déteîi-ppée movenne 
m; eonttruit au moyen de Courbet données. Xoas «avons déjà que la normale à ces 
**$tfote* patte par le milieu du segment qui relie ces deux courbes. Or. si nous 
t,Ut',u)iOus let cotinut directeur % de la droite, intersection des deux plans isotropes 
précédemment détint*, nous trou tons les relations 



-, c - i-- * c = 

i -* ////, i — ai/, i — ai/j 



qui définitterit I':* coti nu s directeurs de la normale. L'intersection des deux plans 

dorme donc la direction de celle normale, qui est ainsi complètement déterminée. 

\out pou vont résumer les résultats précédents dans la proposition suivante : 



ThIs;**,**,, — Soient données deux courbes quelconques; si, par le milieu 
du segment qui relie les points de contact de ces courbes avec deux des plans 
isotropes qui les enveloppent, on mène une parallèle à ces deux plans, cette 
droite représentera la normale à une famille de surfaces £ et le point milieu 
du se g nient décrira sa développée moyenne. Réciproquement, une surface S 
étant donnée, on pourra déterminer deux courbes qui permettront de la con- 
struire de la manière indiquée. 

Il non* renia â indiquer comment on pourra calculer effectivement les fonc- 
tion* A, H, A,, H, et les paramètres u 1 w, qui entrent dans l'expression de Ç, au 
moyeu de* éléments dc?s deux courbes données. 

Soient X, Y, Z les coordonnées de la première courbe, données en fonction 
d'un paramètre quelconque H. La courbe étant tangente au plan isotrope, on a 

(lelle relation nous donnera donc // en fonction de Ô et réciproquement. 
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l3 



De celle relation on déduira la valeur de du. 



du 

~dï 



('- 



1X *X ., , ..d'Y 



d*Z 



d6* 



dty 



iu- 



d9 



(■ 



</X 



d\ 



do ' lu de 



cTL\ 

de) 



où Ton suppose u remplacé par une expression en fonction de 9. 
Enfin des relations du système (3) on tire 



A — 



/•X + iY , 
~ u I — du, 

J 2« ! 



B 



=•-/ 



X-iY 



du. 



Un. calcul analogue donnera w M A f , B|, et l'on obtiendra ainsi l'expression de Ç 
en fonction des éléments des deux courbes. Les fonctions arbitraires étant ainsi 
déterminées en fonction de 8 et 8,, il sera aisé de les exprimer inversement en 
fouction de u et m,. 

Comme application de la méthode de construction que nous venons d'exposer, 
donnons-nous deux courbes, intersections d'un même cylindre de révolution et 
de deux paraboloïdes de même axe. 

La première courbe sera définie par le système 

x* + y % = k\ 

> 

z^ax*-^ by*-\- cxy. 

Si nous exprimons que le plan isotrope est tangent à la courbe, nous aurons 
la relation 

( i — u 1 ) dx -\- i(i -\- u*) dy -+- 1 u dz — o, 

x dx -h y dy =i o y 

( 2 ax -+- cy) dx -+- ( 2 by -+- ex) dy — dz — o. 

Eliminant les différentielles, nous obtenons l'équation 



i — u 1 i(i -+- u 1 ) 2 u 
x y o 

iax-\-cy iby-\-cx — i 



z=z O. 



Le système formé de cette équation et des deux équations de la courbe donnera 
X) y, z en fonction de u par de purs calculs algébriques. 

Sans nous attarder à résoudre ce système dans le cas général, considérons le 
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cas parlîculier où Ton a un paraboloïde hyperbolique équilatère. Nous pouvons 
mettre l'équation de ce paraboloïde sous la forme 

<x ( x — iy ) s -+- (3 ( x -+- iy )* -+- 1 6 a£ z =z o. 

Considérons alors la courbe intersection de celte surface et du cylindre de 
révolution déterminé par l'équation 

x* -+- y* -h i6aj3 = o. 
On constate qu'alors les équations précédentes sont vérifiées par le système 



x — 2 



d'où Ton tire 



• rr= - a '(« +;3 ")' 

z=-- t — j3««; 

A fx-hivj a 
A = f/ / i— «// = > 

B=- C ; LzJ2Ldu = $u*. 

Si Ton associe à celle courbe celle que Ton obtient en changeant i en — i dans 
les équations de celles-là, un calcul analogue donne 

A , — y 

«1 

La surface £ correspondant aux deux courbes données a donc pour équation 



Ç = P („. + „.)_«(£ + £) 



Si Ton fait [3 = o ou bien a = o, on trouve la cyclide de Dupin. Les points 
correspondants des deux surfaces sont ceux où les normales sont de directions 
contraires. 

La surface précédente est le lieu du point partageant dans un rapport constant 
un segment mobile dont les extrémités relient les points à normales opposées 
d'une cyclide de Dupin. 

Pour p = a les deux courbes se confondent. Alors les extrémités du segment 
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décrivant la même courbe, on a une surface double. L'équation de la développée 
moyenne peut s'écrire 

(.r 1 -h/* 4- 8a*) (^ — J s ) 4- 4«(^ f + /*)« = °> 



III. — Interprétation géométrique des fonctions arbitraires. 

Comme nous l'avons fait remarquer dans l'Introduction, chacune des courbes 
lieux des extrémités du segment dépendant de deux fonctions arbitraires, celles-ci 
ne sont pas suffisamment caractérisées au point de vue géométrique par la nature 
de ces courbes. Nous allons donc chercher un nouveau mode de génération des 
surfaces qui assigne à chacune des quatre fonctions arbitraires un rôle géomé- 
trique dans la construction de la développée moyenne des surfaces H et, par 
suite, de ces surfaces elles-mêmes. 

Dans ce but, considérons le système des quatre courbes définies par les équa- 
tions suivantes : 

X'= a(i«A'— A), X" = -aB', \\ = 2 («.A', — A,), X;=— a B' lf 

Y' = a*(A — kA'), Y f =— ai'B', Y l = 2t(u l A\ — A l ) 9 \\= a«B' |f 

Z' = -aA\ V= a(B-iiB'), Z'^-aAp 11\ = a(B, — «,»;). 

Les coordonnées de la développée moyenne pourront alors être définies par un 
système de trois relations dont nous nous contenterons d'écrire la première 

_X / H-X"4-X' ! +-X 7 I 
J? — • 

4 

On vérifie d'ailleurs que les coordonnées des quatre courbes satisfont aux 
relations 

x" 4- i x n = o, x; - * y; = o, 

dX! dX» -h dZ' dl' = o, d\\ dX\ + dZ\ dl\ = o, 
d\' d\ n ^dJldL 1 — o, d\\ d\\ ■+■ dl\ dZ[ = o. 

La simple inspection de ces formules nous permet de définir le mode de con- 
struction annoncé au moyen delà proposition suivante : 

Soient données deux courbes quelconques dans chacun des plans isotropes 
passant par l'axe des z. Associons les points de chaque courbe de l'un des 
plans aux points d'une courbe du second pour lesquels les projections des 
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tangentes sur les plans des xz et des yz se correspondent orthogonalement ; 
le centre des moyennes distances à ces quatre points décrira une surface de 
translation, développée moyenne d'une famille de surfaces S. Chacune des 
quatre courbes dépend d'une des quatre fonctions. 

De la formule 

x'+r+xi + x; 

- 4 ' 



Xq — — 



et des deux formules analogues donnant^, ^o? on peut déduire divers modes de 
construction de la développée moyenne. 
Posons d'abord 

/-X!_±i x " , __ x; 4- xî . 

X — — • y X 4 — . 

2 * 2 ' 

il vient 

x'-hx'. 

Cette forme permet de vérifier que la développée moyenne est le lieu du milieu 
d'un segment dont les extrémités décrivent deux courbes quelconques. C'est la 
construction que nous avons indiquée tout d'abord. 

Posons maintenant 

, x'+x; ', x'+x* 

X = l - , x" — L • 

2 2 

Les surfaces de coordonnées x\ y' , z' ; x 11 ^y 11 , z" représentent les unes et les 
autres l'ensemble des surfaces définies par l'équation 

d*z d % z ___ 
dz* dy s 

La développée moyenne nous apparaît ici comme le lieu du milieu d'un 
segment dont les extrémités relient deux points de ces surfaces, où les normales 
ont mêmes longitudes et des latitudes complémentaires. Dans le cas des surfaces 
minima, ce segment est horizontal. 



On peut enfin poser 



X'-hX" X'-+-X" 



2 



La développée moyenne est ici le lieu du milieu d'un segment dont les extré- 
mités décrivent deux plans isotropes. La correspondance des points a été définie 
précédemment. 
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Comme on peut le remarquer, aucun de ces modes de construction ne donne 
directement le point de la surface S elle-même, mais seulement le point de la 
surface de translation qui constitue sa développée moyenne. Nous indiquerons 
plus loin un mode de construction qui donne la surface H. 
-.Reprenons la surface 

On a ici 

X'= ^, X"=-4 (3«, 

Z' = - ^|, 7/=- 2 Su», 

Éliminant u, on trouve les deux courbes 

(X'-f- 1 Y')* + 3a«Z'= o, (X"- 1 Y") f + 2>* r p7f = o, 
X'-/Y;=o f X'-+-/Y'=o. 

_ * 

On obtiendra les deux autres courbes en changeant i en — 1 dans les formules 
précédentes. 

Pour {3 = a, les quatre courbes se réduisent à deux paraboles égales tracées 
dans les deux plans isotropes, ayant pour axe celui des z, et pour sommet l'ori- 
gine. On associera deux points indépendants d'une des paraboles à deux points 
de la seconde qui leur correspondront selon la loi indiquée plus haut, et le centre 
des moyennes distances de ces quatre points décrira la développée moyenne de la 
surface H. 



IV. — Formules de transformations. 

Nous croyons utile de réunir dans un même paragraphe quelques formules de 
transformations dont nous ferons usage au cours de cette étude. 

Les formules écrites précédemment l'ont été dans le premier des systèmes 
définis au début de celte étude. Il y a lieu d'examiner quelles nouvelles formes 
prennent ces formules quand on exprime au moyen du second système les quan- 
tités qui y figurent; ou encore quelles nouvelles quantités représentent ces for- 

m 

mules, lorsque, conservant la même forme, on les interprète dans le second sys- 
tème. 
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Le passage d'un système à l'autre s'effectue au moyen des relations 



(0 K =■■-'— > * = «, 



1 t c 



M= P, 



«,= 



I 



Soit 



(2) 



F(£, u, //!) = o 



l'équation d'une surface S écrite dans le premier système. 

L'équation de la même surface écrite dans le second système sera évidemment 



(3) 






Soient x i yo> z oi po les coordonnées de la développée moyenne et la demi- 
somme des rayons de courbure de S. Cherchons les relations qui existent entre 
les expressions de ces quantités, écrites successivement dans les deux systèmes. 
Nous connaissons leurs expressions écrites dans le premier. Un calcul facile 
nous donne les formules 



(4) 



&* = 



I 
2 



y* 



"0 



I 
2 

m 

l 
2 

l 
2 

1 

2 

I 
2 



I Oa= - 



Po 



I 

2 



[( 


u 


* 


[( 


vv x 


— 


ï ) 


[( 


M, 


— 


u ) 


[( 


vv t 


H- 


I ) 


l( 


uu x 


— 


I ) 


[( 


V 


+ Ol) 


[( 


UU\ 


1 + 


I ) 


[( 


fl 


— 


V ) 



*t 



âuôu t 
dv dv t 

*t 

du du x 
du du t 



^i_ EL] 

du du t ] 



dv 

El 

du 

-4 



" l dT t 



+ c], 



il 

du 



;] 






— U 



dv di\ 


d*t 


dudui 


d'ï 



du 
dv 



dv t 

àl 

du x 



]■ 



«1 



- ^-1 



■ ai 

Ôll du 



àt 



H 



dv dv x 



dv 



*1 



d 



Nous plaçant maintenant à un autre point de vue, imaginons que, les relations (ï), 
(2), (3), (4) restant les mêmes et les quantités variables Ç, u, u,; Ç, v, v, con- 
servant les mêmes valeurs, ces deux groupes de quantités appartiennent tous les 
deux au premier système de coordonnées. Dès lors, ces formules doivent s'inter- 
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prêter différemment. L'équation (3) définit une surface nouvelle S< transformée 
de S par la transformation (1) et si l'on désigne par x iy y iy z tJ p, des quantités 
analogues aux précédentes se rapportante S ( , on voit que les derniers membres 
du système (4) représentent, à un facteur constant près, les quantités z K , p< , x K , y K . 
Nous tirons de là la conclusion suivante : soient donnés deux systèmes de 
valeurs des coordonnées du premier système reliées par les formules 

ri l 
Ç=— — » v~u, *>, = , 

les quantités x ,yo, *o> ?*\ x \, y\> z \-> ?i relatives aux deux surfaces 



F(Ç, u, u l )=o 9 f(£, «%-i-)=o, 



déduites l'une de l'autre par la transformation précédente, sont liées par les rela- 
tions 

x \ — — -»0> 

(5) •*Z i9 " 

Ces formules s'appliquent à des surfaces quelconques. Elles montrent en par- 
ticulier qu'une expression de la forme 

peut être transformée en une expression de la forme 

*{* l ,y l9 s l ) = o. 

D'où cette conséquence : 

Le problème qui consiste à chercher les surfaces définies par une relation 
entre la somme des rayons de courbure et les coordonnées x , z de leur 
développée moyenne se ramène à la recherche des sur/aces qui admettent 
une développée moyenne donnée. 

Considérons maintenant les surfaces H, et cherchon3 la forme de leur équa- 
tion, dans le second système. Cette équation écrite dans le premier est de la forme 

Ç= w t <p(w)H- nftficJ-f-ipffO-t-^ffii). 
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Dans le second système, on aura 



D'où 



s 



On voit que dans les deux systèmes la forme de l'équation est la même. Si 
donc on interprète la même formule successivement dans chaque système, on 
obtient deux surfaces transformées qui appartiennent à la fois à la classe des sur- 
faces S. 

Une des principales propriétés de la transformation (i) est la suivante : 

Toute surface minima se transforme en une surface à développée moyenne 
plane, et, réciproquement, toute surface à développée moyenne plane se 
transforme en une surface minima, pourvu qu'elle admette le plan des x, y 
pour plan de la développée moyenne. 

Celte propriété découle immédiatement des deux formules du système (5) 

yi=ipQ, pi = (ro. 

Ainsi est démontré que la catégorie des surfaces à développées moyennes planes 
rentre dans celles des surfaces H. 

Des formules précédentes on peut encore déduire cette proposition : 

La même équation définira V ensemble des surfaces minima ou celui des 
surfaces qui admettent un plan réel pour développée moyenne, selon qu'on 
interprétera cette équation dans l'un ou l'autre des systèmes de coordonnées 
d'O. Bonnet. 

Comme application de cette proposition considérons la surface d'Enneper. 
Elle vérifie l'équation 

£=:«(««,-*- $)(u*-\- u\). 

Considérons celte équation comme écrite dans le second syslème. On a alors 

Ç = a(rp 1 -r-3)(^H-PÏ). 

Revenant au premier système, nous avons 
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On vérifie que celle équalion entraîne la relation * 

y 0=0. 

On a donc bien une surface à développée moyenne plane. Les lignes de cour- 
hure de la surface transformée sont données par les relations 

UU X — I UU i -+» I 

— ~ = p ' - ~ =P" 

C'est donc une surface à lignes de courbure planes. 

Revenant au cas général, cherchons la nature de la correspondance qui relie les 
points d'une surface S à sa transformée S,. 

Soient c, c', c" les cosinus directeurs de S; c § , c',, c\ ceux de Sf. Des relations 

v = u, r, = 



u 



1 



on lire 



,*» 



n 



Ci^= l -. y C = l— l -i 

& Ci 



1 r J 

c c i 



C 6", 



Ces relations montrent que, lorsqu'on passe d'une surface à sa transformée, les 
méridiens se changent en parallèles, et réciproquement. 

Les formules (4) montrent que, lorsqu'on passe du premier système de coor- 
données au second, l'équation 

auoui au ôu x 

qui définit les surfaces minima, se transforme en l'équation 

qui est une équation d'Euler et de Poisson. 
D ailleurs cette dernière équation entraîne 

= o. 



d^O^X 



On voit donc que l'équation S définit une catégorie de surfaces (les surfaces 



> 
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admettant an plan réel pour développée moyenne) vérifiant une équation d'Euler 
et de Poisson. Cette observation nous amène à rechercher dans quelle mesure les 
relations qui existent entre les solutions des équations de cette espèce subsistent 
pour l'ensemble des surfaces S. 

On vérifie les résultats suivants : 

Soient £ une solution quelconque de l'équation 3, a, a 4 , 6, c, d des constantes 
quelconques, cette équation admet les solutions 

£'=( au + a lWl )»_^_( " ) 

du oui \au -+■ a x u x ) 

S t , = (auu i -^ a t )»— — ( * ), 

ou OU\ \auu\ «+- d\J 

£' =z(au -+- b){au t +- b)U r > — T ), 

»_ à\ . à\ 
ou ou x 

^ OU OUi 

{' = u* %■ -h «î ^- - (« -h «,)£. 

En terminant ce paragraphe, nous signalerons une forme de la fonction Ç, solu 
-tion de l'équation S, avantageuse dans bien des cas. 
Écrivons 

£ = ttiA-f-i/A,-hB H-B!=:B-f-B,-Mtt,( -)• 

\ « ii,/ 

Posons 

i î 

Y) ~. 2(BH-B t ), 

et concevons 6 comme exprimé en fonction de p f v A . 
On aura alors 

£ = i(T>-i/ Ml 0), 
7), Q étant des solutions respective* des équations 

= O, -r— r~ = O. 



duôu x 9 dvdv x 
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Si nous désignons maintenant parx,, y' , z'„, p' ; x' , y' , z\, o" les quantités 
analogues aux quantités x ,y , z , p , celles-là étant respectivement relatives aux 
surfaces S définies par les fonctions t) et 0, on trouve les relations 



_ i / dn dn \ t / d6 dQ\__ x' + x"„ 

v- 'Y*" dl> \ , C ( d9 d9 \ - ?•+■* 

i / du <*) \ • /, dd d0\ z[ 

i / dn dn\ i / de d9\ o\ 



"T" *0 



o - PÏ 



a 



On a d'ailleurs, en vertu des formules qui relient les quantités u, u iy p, v { , 



U -h U\ V -+- V x 

~~ ~~ ! -h VV t ' 

c = e — = = — I j 



„_. . „„.-, 



i H- au t 


. u x — u 


1 -+- WM t 


«e^! — i 



1 •+- UU X I -f- vv x 

De ces formules et de celles qui définissent x , y , z > p on déduit aisément 
les relations 

--*-7Tifr=;[-i+«-E3«-*>] 

On trouverait des expressions analogues pour y et pour z. 

D'où, en désignant par x', y', z'; x",y, z" les coordonnées des surfaces r\, 8, 



* = > *o=-^ 5., 



7 — — ; — > *•— — - — » 



-'-s' :£-»-*• 



- — o r ~o 

Z 



2 a 



D'où Ton déduit cette proposition : 

Toute sur/ace E est décrite par le milieu d'un segment dont les extrémités 
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relient les points à normales opposées de deux surfaces définies par la rela- 
tion • 

du du { 

La développée moyenne d f une surface E est le lieu du milieu d' un segment 
reliant deux à deux les points des développées moyennes des surfaces véri- 
fiant r équation précédente. 

L'étude des surfaces S peut donc être ramenée à l'étude de ces dernières sur- 
faces. 

De ce que nous venons de dire on peut conclure que les deux relations 

É= ?(*') H- ?i(^i) — ^i[<K«)-+-+i(«i)] 

définissent les mêmes surfaces. 
Reprenons l'équation 



<=p<« , + «ï>-«(£ + Î} 



Elle peut s'écrire 

Ê = P(ii«+ u\) - a(p«+ v\) = \(n - ««, 0), 

en posant 

n = 2$(u*-h u\) 9 fl = aa(p"+j'J), 

équations qui définissent deux cyclides de Dupin. 

Les surfaces en question sont donc décrites par le milieu d'un segment dont 
les extrémités relient deux points à normales opposées de ces cyclides. 

On aurait pu poser 

n = 2(u i + u]) 9 = a(v f -t- ef). 
L'équation devient alors 

Ici les extrémités du segment décrivent la même cvclide. Seulement le point 
décrivant n'est plus nécessairement le point milieu. 
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V. — Surfaces réelles. 

Avant de passer aux applications, nous allons établir une règle pour la déter- 
mination des surfaces réelles. 

Soit toujours 

\ — A u x -+- A, u -+- B -+- Bt 

la formule qui donne les surfaces 3. La règle annoncée est la suivante : 

Pour obtenir toutes les surfaces S réelles, il suffit de prendre pour A, A| 
d'une part) B, B ( de Vautre, des couples de fonctions conjuguées. 

11 est d'abord évident qu'en déterminant ces fonctions de la sorte on aura 

des surfaces réelles. Controns que, par ce procédé, on déterminera toutes les 

surfaces de celte nature. 

Posons 

u = a -+- i j3, «i = <x — #p, 
il vient 

ôcx. 1 d|3* duàu t \du du x 

Le premier membre étant réel, il doit en être de même du dernier. On en 
conclut que les deux fonctions A, A| doivent être conjuguées, à un terme linéaire 
près. 

On peut donc écrire 

A z=z <A* -+- a u -+- a'; 
A { = rA*, -+- a x w, -h a\, 

X, X, désignant deux fonctions conjuguées; a, a', a,, a\ quatre constantes telles 
que a -+- a K soit réel. 

Nous avons alors la relation 

£_ A„ Ml — X x u = (a -h a t )t<f< t + a' t w -f- a'w t 4-B -+- B t . 

Le premier membre étant réel, nous devons déterminer le second de façon 
qu'il le soit aussi. 

Désignons par ifb, iib| deux fonctions conjuguées; par X, X, deux constantes; 

on aura 

B = Ub — a\ u -\-\ 

B,= lfi>|— a'wi-h Xj 
DR M. 4 
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et Ç prendra la forme 

£r= -A>u l -h <JU t w -H Db -+- llî» t -+- (a -h <Z,)ui/j H- X -4- ^,. 

Cette formule montre qu'on peut poser, sans restreindre la généralité de la 
solution, 

a-=^a x> a'=o, a ' t ~ o, X ^= A t ; 

\ devant être réel, a, a l? X, \ K devront représenter des quantités réelles. Mais 
alors, si l'on se reporte aux expressions des fonctions A, A i? B, B 4 , on voit qu'elles 
définissent bien des quantités conjuguées. 



SECONDE PARTIE. 



APPLICATIONS. 



Nous avons exposé dans l'Introduction la méthode de classification qui nous 
paraissait la plus naturelle. Il nous reste à expliquer ici pourquoi nous avons cru 
pouvoir réduire à deux les classes de surfaces dépendant de deux mêmes courbes. 
A vrai dire, les trois combinaisons de couples de courbes qu'on peut imaginer 
nous amèneraient à considérer trois catégories de surfaces, respectivement défi- 
nies par les trois équations 

(0 T ^p-=A'+A' 1> "ix^T-- T^aiAi-A.-B', £4=f/iÀ'-*-B'. 
v ' du ou x l ôuoux ou iii fi u * i 

Mais on peut remarquer que, par la transformation 



ç=-i. 



i 



la seconde équation devient 



àuûui 



V(») + *i{viY 



Par suite, selon qu'on l'interprète dans l'un ou l'autre des deux systèmes de 
coordonnées, la même équation donnera les deux catégories de surfaces définies 
par les deux premières équations du système (i). Les deux systèmes de coor- 
données ayant d'ailleurs entre eux la plus grande analogie, nous croyons pouvoir 
ranger dans une même classe les surfaces définies par ces deux équations. 
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Nous allons considérer d'abord les cas particuliers qu'on obtient en annulant 
les diverses fonctions. 



I. — Une des fonctions est nulle. 

Nous avons déjà remarqué que les surfaces sont de même nature, quelle que 
soit la fonction qui s'annule. On peut encore s'en rendre compte en comparant 
les deux expressions de ç qui, nous l'avons vu, définissent des surfaces iden- 
tiques 

? = +(«) 4- ^(a,) -«"i[<p(o)+-?i(<'i)], 

Nous pourrons donc considérer toutes les surfaces en question comme déter- 
minées par l'unique équation 

-o, 



du 2 du x 

dont l'intégrale générale est donnée par la formule 

;--«A, + B+B,. 

Les deux courbes relatives à la développée moyenne sont ici, l'une une courbe 
plane tracée dans un plan isotrope, l'autre une courbe quelconque. 



II. — Deux fonctions sont nulles. 

Nous avons déjà remarqué que les surfaces pour lesquelles deux fonctions sont 
nulles se réduisent à deux classes, respectivement définies par les équations 

# 

- = a' -f- a; , ~\ = ti % a" -f- ir . 



du àtii du 

Étudions les deux cas particuliers que l'on obtient en annulant les seconds 
membres. 



1-2 '- 

>■ 



i° Surfaces - — .-- = o. 
J duâiti 

L'intégrale générale de l'équation que nous éludions est donnée par la for- 
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mule 

Les coordonnées de la développée moyenne sont données par les relations 



B-+-B'. 

2 




. B, -B' 




B — kB'+B,- 


-«,!*', 



Ces formules permettent d'énoncer la proposition suivante : 

Les développées moyennes des surfaces considérées, que nous appellerons 
désormais surfaces E 4 , sont formées par l'ensemble des surfaces vérifiant 
l'équation r+ t = o, surfaces de translation décrites par le milieu d'un seg- 
ment dont les extrémités décrivent deux courbes planes quelconques tracées 
dans deux plans isotropes. 



Nous supposons ici 






x,y, z désignant les coordonnées cartésiennes de la développée. 

■ 

Tout point de la développée moyenne d'une surface S, est à égale distance 
du plan tangent à la surface et du plan des xy. Cette proposition admet 
une réciproque. 

En effet, pour toutes surfaces jouissant de cette propriété, on doit avoir 

P0 = Z 0> 



c'est-à-dire 



- (011,-4-1)- 2 u-^L — u ,-r-*- -h£ 

2[ OUÔU x OU OU l _ 



D'où 



de/ du x 



= o. 



De cette propriété nous pouvons déduire un mode de construction très simple 
des surfaces 3. 
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Considérons la sphère tangente au plan des xy dont le centre décrit la déve- 
loppée moyenne de la surface. Il résulte de la relation p =z que cette sphère 
enveloppera la surface Ë f . 

Ainsi donc : 

Toute surface S| est V enveloppe d'une sphère tangente au plan des xy 
dont le centre décrit une surface quelconque r -+- * = o, c'est-à-dire est le 
milieu d y un segment reliant par ses extrémités deux courbes tracées dans 
des plans isotropes. 

De cette proposition et de celle que nous avons énoncée (p. 24) nous pouvons 
déduire la construction suivante : 

Soient données deux sphères tangentes à un plan fixe, dont les centres 
décrivent deux surfaces définies par l'équation r -h t = o ; le lieu du milieu 
du segment reliant les points à normales opposées des enveloppes de ces 
sphères représentera la surface S la plus générale. La développée moyenne 
n'est autre que le lieu du milieu du segment reliant les centres des deux 
sphères. 

Les lignes de courbure des surfaces E t s'obtiennent par des quadratures. Ces 
lignes sont en effet définies par l'équation 



ou* au\ l 



D'où Ton tire 



p— fs/'Wdu-h ly/ÏÏ[du x% 
p, = 1 Çy/Wdu — i fsJWîdu,. 

Cherchons maintenant les relations qui existent entre les plans tangents et les 
normales des surfaces S, et de leurs développées moyennes. 

Désignons par c, c', c"; C. C, C" les cosinus respectifs des normales aux deux 
catégories de surfaces. 

On a la relation 

C dx h- C dy h- C" dz« — o. 
Portant dans celte formule les valeurs de dx , dy , dz déduites des formules 
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qui donnent x , y 0) z (p. 9) quand on y fait A = o, A ( = o, on trouve 



C = 



it •+- u , 
C'=i 



) 



. u x — u 



1\J\ -h uu x 



c— l 



\/\ -h uu x 

On trouve de même 



O +C'y 4-C'* :=- 



B + B, 



?.sj\ -+- f/// t 



L'équation du plan tangent à la développée moyenne de la surface S,, qui peut 
s'écrire 

C(X-* )+C'(Y-/ )4-C^Z-5 ) = o f 

devient alors 

(u -+- w,)X +- i("i — «)Y — 2Z4- B -4-Bi = o. 

D'autre part, l'équation du plan tangent à la surface E, est 

(u -+- mOX -+- i(u t — u)\ -h (uu l — iJZ + B + B^o. 

On en conclut que les plans des deux sur/aces coupent le plan des xy sui- 
vant une même droite. 

Des relations précédentes on déduit 

£' — £.' 

C "~ c' 

Cette relation montre que les méridiens des deux surfaces se correspondent. 
Posons 

c*=:cosy, C"=cosr. 
On a d'ailleurs 



D'où Ton tire 

cosy -+- cos2r = o. 

Telle est la relation qui donne l'angle avec l'axe des z des parallèles d'une 
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des deux surfaces en fonction de l'angle avec le même axe des parallèles de 
l'autre. 

Nous venons de voir que les plans tangents aux points correspondants des 
deux surfaces se coupaient suivant des droites situées dans un même plan. Par 
suite, les développables de la congruence des droites reliant ces deux points 
découperont les deux surfaces suivant des systèmes conjugués, et comme cette 
congruence est ici formée de normales à la surface S,, il s'ensuit que les familles 
de courbes correspondant sur la développée moyenne aux deux familles de 
lignes de courbure de la surface forment un système conjugué. 

C'est d'ailleurs ce qu'il est aisé de vérifier. Le calcul montre que les trois quan- 
tités x 0i y , z sont trois solutions de l'équation 

-w[F,(p— />,)— F(p-w>,)K- -*- [F,(p - «>i)4-F(p-h/p 1 )]^-=o, 



les fonctions F, F< étant définies par les relations 

F t( p+«-p.)=j( 7 ^y. 

p, p, sont ici les paramètres des lignes de courbure définies plus haut. 

Aux lignes de courbure de la surface £< correspond un système conjugué sur 
la développée moyenne, nous venons de le voir. Par suite, d'après un théorème 
connu, sur les deux nappes enveloppes de la sphère tangente à la surface dont le 
centre décrit la développée moyenne, les lignes de courbure se correspondent. 
Ici, la seconde nappe est formée du plan des xy. Il s'ensuit qu'au système des 
lignes de courbure de la surface correspondra un système orthogonal sur le plan 
des xy. C'est ce que l'on constate aisément. 



ÎNous venons de déterminer une congruence de normales à une famille de sur- 
faces dont les développables découpent sur la développée moyenne un système 
conjugué. 

D'après un théorème de M. Cosserat, de telles congruences ont même repré- 
sentation sphérique de leurs développables que les lignes asymptotiques d'une 
surface qui correspond à la développée moyenne avec orthogonalité des éléments. 

Cherchons à déterminer cette seconde surface. 

Soient x , y Q , z les coordonnées de la développée moyenne, x,y y z celles de 
la surface cherchée. Les deux surfaces se correspondant avec orthogonalité des 
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éléments, on a la relation 



dx dx -+- dy dy -+- dz dz = o. 



D'où le système 



dx .dy dz dx . dy dz 

-r- -+- 1 -f- -h u -T- = o, -r i -£*- -+- a, -t— = o, 

tfw dw aw du x du x du x 

D/r ( dx . dy dz \ _>„ /dx .dy dz \ 

\du x du x du x J l \du du du x J 



La résolution de ce système nous donnera les valeurs de x,y, z. 
Cherchons les solutions de ces équations qui vérifient les relations 

à*x d*y d*z 
=°i 3 — t— =o, ^ — r — =o. 



du du x ' . du du x du du x 



On obtient le système 



rt(B; — B')-*-*i( Çu\W x du i — fu*Wdu\ 



x 

2 



y = l 



— k(B'-h B\) + k x ( fu\W x du x -+■ fu'B" du\ 

i 

:, ( CuW du — fu x B\ du\ 



A , /r< représentant ici des constantes quelconques. 

On trouve pour expression des cosinus directeurs de la normale 

c __ k x (u + u x ) 



C' = 



C' = 



y/4 k \ uu x -+- ( A, ww, -+- A )* 

ik x (u x — u) 
\Jl\k\ uu x -{- (k x uu x -+- k)* 

k x uu x -+- k 
\/[\k\uu x -\- (k x uu x -+- k) 1 



Cela posé, considérons le cas particulier où l'on a 

k x = — k = i. 
de M. 
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Les dernières formules deviennent alors 



i -f- uu l 

. Mi— // 



C'=«-^ 



I -f- 1/1/ , 



» 



«Mj — I 



I -f- Ifff, 



On voit que les surfaces trouvées sont parallèles à la surface S,. Ces coor- 
données sont ici données parles relations 



x 






2 



7 = ' 



f (i + it')B' du -h Ai + ^B;*/, 



5 = A/ b* </#* - A# ! b; </«, , 



relations qui définissent une surface minima. 

Or, les lignes asymptotiques de cette surface sont définies par l'équation 

Wdu* — \ï\du\-o, 

qui est aussi l'équation des lignes de courbure de la surface S,. 
Nous pouvons donc énoncer cette proposition : 

Les développables de la congruence des normales à une surface S, ont 
même représentation sphérique que les lignes asymptotiques d'une surface 
minima correspondant à la développée moyenne de E, avec orthogonalité des 
éléments. 

Aux points correspondants, les plans tangents de la surface S, et de la surface 
minima sont parallèles. 

On connaît les découvertes de Ribaucour (') relatives aux enveloppes de 
sphères dont les lignes de courbure se correspondent sur les deux nappes, et 
comment il en déduit des systèmes triples orthogonaux. Ces théorèmes ont ici 
leur application. Nous venons de voir, en effet, que la surface S, et le plan 



(*) Ribaucour, Sur la déformation des surfaces {Comptes rendus de l'Académie des 
Sciences de Paris, t. LXX, 1870, p. 33o). 
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des xy constituent les deux nappes de l'enveloppe d'une sphère variable dont le 
centre décrit la développée moyenne de cette surface, et que sur ces deux nappes 
les lignes de courbure se correspondent. Pour appliquer la construction de 
Ribaucour, nous pouvons considérer la congruence des cercles normaux aux 
deux nappes, en leurs points de contact avec la sphère. Cette congruence de 
cercles sera normale à une famille de surfaces. Si Ton associe à cette famille les 
deux familles de surfaces formées des cercles rencontrant la surface £< suivant 
ses deux systèmes de lignes de courbure, on aura un système triple orthogonal. 

Cherchons les équations de ces cercles. 

Soit D la droite intersection commune des plans tangents à S, el à sa déve- 
loppée moyenne avec le plan des xy. Cette droite vérifie les deux équations 

(tt + tt 1 )a: + i(u x — u)y -h B -+- Bj = o, 

z = o. 

Le cercle cherché sera l'intersection d'un plan perpendiculaire à cette droite 
passant par le point x Ql y , z de la développée moyenne et d'une sphère ayant 
pour centre l'intersection de la droite D avec la trace horizontale du plan perpen- 
diculaire à D. Cette sphère aura pour rayon la distance de son centre au point de 
coordonnées x Qf y Q , o, coordonnées de la projection du point x , y 09 z sur le 
plan des xy. 

Le plan du cercle a pour équation 

- ■ ■ — 3^Z """ ■■»-■— ■ ■ ■ ■ • 

u H- u x «(a, — u) 
La droite D t , trace horizontale de ce plan, est donc donnée par le système 



o y /o 



X Xf m m .. 

S =: O. 



U -+- U x l(u x — tt) 

En tenant compte de la relation établie plus haut 

(u -h u^XQ-h *(«i— u)y — 2 -o +- B + B, = o, 

on trouve pour coordonnées du point P, intersection des droites D et D t , 

a+w, 

2WH, 
.Ml— U 

Z—O. 

m 

Telles sont les coordonnées du centre de la sphère. 
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Son rayon nous sera donné par la formule qui exprime la distance du point x , 
y 0} o à la droite D. On trouve 

^ __ (u -h u x )x Q +- i(u x — u)y -t- B + Bi ___ z 

Finalement le cercle de la congruence est défini par le système 

x — Xq _ y—y 
u -+- m, i(u l — u) 

uu, [(x — x )* 4- (y — y )* + s ! ]4-[(a + u x )(x — x ) + i(u t — u)(y — y )]s = o. 

Cherchons l'équation en coordonnées d'O. Bonnet de la développée moyenne 
aux surfaces S,. Nous avons vu que leur équation peut s'écrire 

(U -+- U x )x -+- l(«i — U)y — 25 + B + B,= 0. 

Désignant par v, v h , Ç les coordonnées de ces surfaces, on trouve 



w== j a,= — > B-hB,= 

I W, I VV X I ^i' t 



On trouve donc que l'équation des surfaces définies en coordonnées carte 
siennes par l'équation 



r + i = o 



devient, en coordonnées de Bonnet, 



Ç = i=^ 



L X 1 — wj A 1 — ^i/J 



L'équation des lignes asymptotiques est ici 

"['(î^)]'^Kt^)] , = - 

c'est-à-dire 

B'' tf a* -h B'; rfa* = o. 

On obtiendra donc ces lignes par des quadratures. 

jSi nous, rapprochons les divers résultats obtenus dans ce paragraphe, on en 
déduit aisément que, tandis que l'équation 

B"du*+B\du\ = o 
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représente à la fois les lignes asymptotiques de la surface r -f- t = o, développée 
moyenne de E|, et les lignes de courbure d'une surface mi ni ma correspondant à 
cette développée moyenne avec orlhogonalité des éléments; l'équation 

B'rfw 2 — B'; dit\ — o 

représente en même temps les lignes de courbure de E, et les lignes asymplo- 
tiques de la surface minima. Nous pouvons donc formuler celle proposition : 

Etant donnée une sur/ace quelconque S, il existe une sur/ace minima 
correspondant à sa développée moyenne avec orthogonalité des éléments, et 
telle que ses lignes de courbure correspondent aux lignes asymptotiques de 
la développée, tandis que ses lignes asymptotiques correspondent aux lignes 
de courbure de H f . 

Nous venons de considérer l'équation 

= o, 



Ouàu l ' 

comme écrite dans le premier système d'O. Bonnet, et nous avons dit que nous 
rattacherions à la même classe les surfaces définies par celte même équation 
considérée comme écrite dans le second système. Nous allons dire quelques mots 
de cette catégorie de surfaces. 

Soit donnée l'équation aux dérivées partielles 

au âu l ou 

Cette équation définira un ensemble de surfaces déterminées par la relation 
(2) F(a, u if Ç) = o. 

Effectuons la transformation 

(3) I* = i\ W, = y £=— • 

fi *'i 

La relation (1) devient 

(1)' /t- = ' 

av âv l 
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tandis que la relation (2) prend la forme 

Considérons les deux systèmes de valeurs u y u t , £; e, P|, Ç comme appartenant 
au premier système. Si nous désignons par # , y oy z-q, p les coordonnées de la 
développée moyenne et la 'demi-somme des rayons de courbures relatives aux 
surfaces définies par (2); par x^y K , z t , p t les quantités correspondantes relatives 
aux surfaces définies par (2)', des formules (5) (p. 19) et des formules (3), 
écrites à l'instant, il résulte qu'on a les relations 

/y» — — ___ t 



(4) 





V -+- J'i MM, — I 


Ji = 'Pc 


I -+- Vi' t Ui — u 


Zi = ^r > 


I -f- V'fj U t — M 


Pi = iyoy 


I -+- VV X M, — M 



Telles sont les formules qui permettent de déduire les éléments d'une surface 
définie par la relation (1) des éléments d'une surface définie par la relation (i)' et 
réciproquement. 

Ces formules nous permettent de démontrer immédiatement une propriété 
fondamentale des surfaces définies par la relation (1). 

On a en effet, pour les surfaces définies par la relation (i)', 

*i=Pi- 
Des formules (4) on déduit 

oc§ iy '0 nz o# 

On voit donc que les surfaces considérées admettent pour développée moyenne 
un plan isotrope. 

En se plaçant à un point de vue un peu différent, on peut encore exprimer ce 
résultat comme il suit : 

Selon qu'on l'interprète dans l'un ou l'autre système de coordonnées 
d'O. Sonnet, l'équation 

^ =0 



du âiii 
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définira les sur/aces enveloppes d'une sphère tangente à un plan fixe dont 
le centre est le lieu du milieu d'un segment reliant par ses extrémités deux 
courbes tracées dans deux plans isotropes, ou bien les surfaces à développée 
moyenne plane isotrope. 

Les lignes de courbure sont données par l'équation 

u x 
et s'obtiennent par des quadratures. 



2 Surfaces à rayons de courbure égaux et de même sens. 

C'est sous cette désignation que se révèle la caractère fondamental des surfaces 
définies par l'équation 

que nous avons à considérer maintenant. 

Cette équation, dont la solution générale est de la forme 

définit une classe de surfaces étudiées par Monge. Dès le début de ce Travail 
nous avons remarqué que la catégorie des surfaces S renfermait les surfaces minima, 
c'est-à-dire les surfaces définies par la relation R + rV= o. On est tout naturel- 
lement amené à se demander si les surfaces qui vérifient la relation R — R'= o 
ne feraient pas partie de la même catégorie. Nous allons voir qu'il en est ainsi, et 
que les surfaces en question ne sont autres que celles dont nous abordons l'étude. 

Dans un de ses Ouvrages, Monge ('), après avoir étudié l'équation des surfaces 
à rayons de courbure égaux et de sens contraires, aborde celle des surfaces à 
rayons de courbure égaux et de même sens. 

Il forme leur équation aux dérivées partielles qui, en coordonnées cartésiennes, 
est de la forme 

ii(^-5 , )(H- J p , + y , )-[(i + ^)r-2^ + (r-i-/? ! )i] , = o, 
et qu'il intègre par sa méthode des caractéristiques. L'auteur expose ensuite les 



(' ) Monge, Application de V Analyse à la Géométrie rédigée par Liouville, 5 6 édition. 
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])rincipales propriétés de ces surfaces. Il montre que ce sont des surfaces réglées 
n'admettant qu'un système de lignes de courbure (la sphère exceptée) dont, par 
suite, tous les points sont des points ombilicaux analogues aux quatre points 
ombilicaux de l'ellipsoïde. 

Ossian Bonnet ( 4 ) a considéré les mêmes surfaces. Posant l'équation qui définit 
les rayons de courbure, il écrit la condition pour que les deux rayons soient égaux 
et obtient ainsi, en coordonnées cartésiennes, l'équation aux dérivées partielles 
des surfaces cherchées. 

Nous avons affirmé que les surfaces à rayons de courbure égaux et de même 
sens' étaient des surfaces S définies par l'équation 

ou 2 

C'est ce que l'on vérifie immédiatement. 
On a, en effet, 






— o 



R + R'.-(i + 
On voit- donc bien qu'il faut avoir 

du* 
ou 

ou] 

Il suffit évidemment de considérer la première équation. 

Ces surfaces sont bien des surfaces réglées. En effet, si nous formons les 
expressions des coordonnées x, y, z de la surface, nous trouvons trois expressions 
de la forme 

M,, N n I\, Q, désignant quatre fonctions de w,, expressions qui définissent les 
coordonnées d'une surface réelle. 
L'équation des lignes de courbure 

-j-^ du- — du] = o 

Ou- Ou: l 



(!) O. Bonnet, Note sur les sur/aces dont toutes les lignes de courbure sont planes 
(Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences de Paris, t. XLII, i856, p. 1067). 
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devient ici 

On n'a donc qu'un système de lignes de courbure, sauf pour le cas de la 
sphère. Car alors on a simultanément 

du~* ~ °' dû\ ~ ° 4 

L'équation des lignes de courbure est de la sorte identiquement satisfaite. 

La forme même de l'équation de la surface nous montre que tous ses points 
sont ombilicaux. 

Cherchons ce que devient, dans le cas présent, notre mode de construction 
relatif à la congruence des normales. 

Les fonctions A, B étant nulles, le premier plan isotrope est défini par une 
équation de la forme 

(f — u*)x -+- i(i -+- u-)y -+- 2M5 = o. 

L'une des développables isotropes se réduit donc à un cône. 

D'ailleurs la première courbe enveloppée par le premier plan isotrope se réduit 
ici au point de l'origine, sommet du cône isotrope, et par suite l'une aes extré- 
mités du segment reste fixe. Nous obtenons donc la* construction suivante : Soient 
donnés une développable isotrope quelconque et un cône isotrope ayant son 
sommet à l'origine. Considérons un segment dont l'une des extrémités reste fixée 
à l'origine, tandis que l'autre extrémité décrit une courbe quelconque tracée sur 
la développable. La construction de Lie donnera alors pour lieu du milieu du 
segment une simple courbe, homothétique à celle de la développable. Si au 
contraire nous associons à la considération du segment celui de la droite 
menée par son point milieu parallèlement à V intersection des plans tangents 
à la développable et au cône isotrope, la congruence ainsi définie sera celle 
des normales à V ensemble des surfaces à rayons de courbure égaux et de 
sens contraires. 

Les surfaces réglées imaginaires de J.-A. Serret (*), qu'il obtient en intégrant 
l'équation 

a*(rt — s*) -H (i -h />*-*- g % ) % = o, 

sont un cas particulier de celles de Monge. Ici les rayons de courbure sont non 
seulement égaux, mais encore constants. 



( ! ) J.-A. Serret, Journal de Liouville, t. 13, 1848, p. 364. 
de M. 
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M. Goursat (*) a montré que ces surfaces sont l'enveloppe d'une sphère de 

rayon y/ — i dont le centre décrit une courbe niinima. Lorsque ce centre décrit sa 
trajectoire, une des génératrices rectilignes de la sphère se déplace et engendre la 
surface. Ce mode de construction entraîne celui qu'on déduit de notre méthode 
générale. Comme pour toutes les surfaces de Monge, un des points du segment 
restera fixe. Seulement ici l'autre extrémité, au lieu de décrire une courbe quel- 
conque, décrira une courbe minima. 



III. — Trois fonctions sont nulles. 



L'équation peut ici s'écrire 



D'où 






j[ = B. 



Cette fonction vérifiant simultanément les deux équations déjà étudiées 

ou] dudui 

les surfaces ici considérées sont un cas particulier des surfaces définies par ces deux 
dernières équations. Cette remarque suffit à faire prévoir quelles seront les pro- 
priétés essentielles des nouvelles surfaces. 

La développée moyenne se réduira à une courbe tracée dans un plan isotrope. 

Pour obtenir la congruence des normales, on appliquera la construction indi- 
quée dans le paragraphe précédent, en remarquant qu'ici la développable isotrope 
se réduit à un plan isotrope et la courbe quelconque à une courbe tracée dans ce 
plan. Les normales seront toutes parallèles à ce même plan. 

Les coordonnées x, y, z de la surface sont données par les formules 

2 1 -H UU X 2 

.B' . «j— u B — uB' 

y = — l _ — i • 

' 2 14- ««i 2 

m _ B — i*B' _ uu x —\ B-i/B' _ B — z/B' 

2 i-+- uu { 2 14- UU\ 



\ 



( J ) Goursat, Équations aux dérivées partielles du second ordre, t. II, Chap. VI, p. 70. 
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et l'on obtient pour équation de la surface en coordonnées cartésiennes 



T"^- ) =0* 



Le système des lignes de courbure se réduit ici à une famille de droites. 
On trouve pour équation des lignes asymplotiques 

(i -+- «ii,)B f rf« s + a(B — uB r ) = o. 

Les deux systèmes sont donnés respectivement par les relations 

oc -f- iy 
u = — = const., 



V^/B'-B 

Ki = - 



/ B' du 
(uB'-B)' 



IV. — Surfaces doubles. 

Nous venons d'étudier une série de cas particuliers qui s'obtiennent méthodi- 
quement par l'annulation des diverses fonctions arbitraires. 11 nous reste à consi- 
dérer quelques classes de surfaces caractérisées par des propriétés intéressantes. 

Au premier rang, nous ferons figurer les surfaces doubles. Nous désignons ainsi 
les surfaces S susceptibles d'être déterminées de deux manières différentes, au 
moyen d'un segment dont les extrémités décrivent deux courbes données. On 
prouverait aisément pour les surfaces S, en général, comme on le prouve pour les 
surfaces minima en particulier, que si l'une d'elles peut être engendrée au moyen 
de deux courbes données, tous les systèmes de courbes donnant la même surface 
s'obtiennent en imprimant deux translations égales et de sens contraire aux deux 
courbes précédentes. 

Si nous négligeons cette translation, d'ailleurs sans influence sur la nature des 
surfaces, nous trouvons deux solutions du problème. La première catégorie de 
surfaces doubles S s'obtient en prenant deux courbes périodiques de même 
période. On obtient la seconde solution en identifiant les deux courbes données. 
Alors les deux extrémités du segment décrivent la même courbe (*). 

L'exactitude de ce que nous venons de dire ressort de cette observation 
que, une surface de translation étant donnée, il n'existe qu'une seule famille de 



(*) Darboux, Théorie des sur/aces, t. I, p. 343. 
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surfaces S parallèles correspondant à cette première surface. Par suile, toute la 
théorie des surfaces doubles E se ramène à celle des surfaces doubles de trans- 
lation, laquelle est elle-même basée sur les mêmes principes que celle des surfaces 
doubles minima. 

Nous allons déterminer les surfaces doubles S. 

La solution est immédiate, quand on part de la formule 

On a ici 



, = ■(11 + 11,), « = _,(£ + £). 



1 I 

u x l u 



La condition nécessaire et suffisante pour que Ç définisse une surface double 
est que les fonctions 7| et considérées respectivement comme exprimées au 
moyen des groupes de variables u, u t $ *>, v t soient des fonctions identiques. 

La condition est nécessaire. Pour le démontrer, il suffit de répéter, par rapport 
au segment reliant les points à normales opposées des deux surfaces tj, 0, la 
démonstration de M. Darboux relative au segment reliant les points des deux 
courbes minima. On verrait que les deux surfaces yï, 8 doivent toujours se 
déduire Tune de l'autre par une translation. Si nous négligeons cette translation 
sans influence sur la nature de la surface 3 nous pouvons conclure à l'identité des 
deux surfaces. 

La condition est suffisante. En effet, le segment mobile reliant les points à nor- 
males opposées des deux surfaces 7[ 7 0, si ces deux surfaces se confondent dans le 
déplacement du segment, les deux extrémités de celui-ci échangeront leurs posi- 
tions et, par suite, le point milieu décrira deux fois la surface. 

Écrivons £ sous la forme 

£ = u t <p(a) -f- u ÇjK) -*- <M w ) ■+" tyl(*t)f 
d'où 

On voit donc que les fonctions 
d'une part, 

de l'autre y doivent être identiques. 
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Des considérations précédentes on peut déduire les deux procédés suivants de 
construction des surfaces doubles : 

i° Soit donnée une courbe quelconque ; par le milieu d'un segment mobile 
reliant les points de contact de deux plans isotropes tangents à la courbe 
menons une parallèle à ces plans, cette droite définira Vêlement de la con- 
gruence des normales aux sur/aces doubles S. 

2° Soit donnée une sphère variable tangente au plan desxy, dont le centre 
est le milieu d'un segment reliant les points de deux courbes tracées dans les 
plans isotropes passant par Vaxe des z, si l'on relie par une droite les points 
à normales opposées de V enveloppe de cette sphère, le milieu de ce segment 
décrira encore lés surfaces doubles S. 

Pour donner une application de la théorie précédente, considérons la surface 
définie par l'équation 



Si Ton pose 



M vient 



y a f % % u l u \ 



0=— tf(*> 8 -t- V\), **! = — -> 

1/7 u 



£ = i(T0 — uu x Q). 



Nous avons donc une surface double, lieu du point milieu du segment dont les 
extrémités relient les points à normales opposées de la surface 

n = — a(u*-\- u\). 

Tout se ramène donc à l'étude de cette surface. 
Appliquant les formules (3) (page 9) où l'on fait 

A = Àt = o, B=— au z > Bt = — aw}, 

on obtient les deux courbes définies par les systèmes 

x -H iy = o, x — . iy = o, 

54a*'— (x — iy)*=o 9 » 5^az % — (x ■+- iy)*=o. 

La développée moyenne, lieu du milieu du segment relatif à ces courbes, a pour 

équation 

1 s 

sfîja 
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L'équation des. lignes de courbure, qui est ici 

u du 1 — «i du \ = o 



donne 



3 1 

(x + iyY 4- (x — i» 4 = p, 
(a? -j- iyY — (a? — i»* = p,. 

Par suite, d'après les conclusions de la page 37, on voit que les lignes asymplo- 
tiques de la développée moyenne seront données par les formules 

( x -f- iyY -+- i(x — iy) T = X, 

i 1 

(x -h iyY — i(x — iy) k = X,. 

La courbe unique que décrivent les extrémités du segment relatif à la surface £ 
elle-même est définie par les équations 

( x -+- *>)*-+- {x — iy) % — as 1 — (3 = o, 
où Ton a posé 

La courbe est donc l'intersection d'une cubique et d'un cylindre de révo- 
lution. 



V. — Surfaces minima. Surfaces a développées moyennes planes. 

Nous ne nous étendrons pas sur les propriétés des surfaces minima, surfaces 
qui ont fait l'objet de nombreuses recherches. Nous nous bornerons à les consi- 
dérer dans leurs relations avec une classe de surfaces qui appartiennent aux sur- 
faces E; nous voulons parler des surfaces à développée moyenne plane. Par des 
méthodes différentes, O. Bonnet (*) et M. Darboux ( 2 ) ont montré quel lien 
étroit rapprochait ces deux catégories de surfaces. Nous allons retrouver des 
résultats analogues à ceux de ces éminents géomètres. Il faut toutefois remarquer 



(!) O. Bonnet, Note sur les sur/aces pour lesquelles la somme des rayons de courbure 
principaux est égale au double de la normale {Comptes rendus des séances de l'Aca- 
démie des Sciences de Paris, t. XLII, i856, p. 110). 

(*) Darboux, Théorie des surfaces, t. IV, p. 90. 
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4 

que nous ne considérons pour le moment que les surfaces admettant pour déve- 
loppée moyenne un plan réel. 

La somme des rayons de courbure des surfaces S, est donnée par la formule 

R + R^B-wB' + A'+D^^B^-hA',. 

On voit par là que pour les surfaces minima l'on'doit avoir 

k"=uB" } a; = i*,b;. 

Mais il y a avantage à modifier la forme de la fonction 

Ç = kjÀh- t/Ai-t-B-t-Bi. 

Par des considérations que nous omettons de développer ici, on est amené à 
définir quatre nouvelles fonctions au moyen des relations 

C-£(C' + D)=A, C,-^(C', + D 1 ) = A 1 , 

2 2 

C, C'j étant les dérivées de C, C t . 
£ prend alors la forme 

Ç = if d + i/ t C - y + " <g| (C / + D ■+- C\ + D,). 

Ces fonctions correspondent à quatre courbes analogues aux quatre courbes 
des plans isotropes. Mais ici, aux fonctions C, C, correspondent les courbes 
minima arêtes de rebroussement des deux développables isotropes. Leurs plans 
tangents sont alors définis par les relations 

(î — m 1 ) a? -h * (i H- w* )/ -\-iu s-t-aC =o, 
(i— u\)x— i(i -h u\)y -h 2 m, s 4- 2C| — o. 

Aux fonctions D, D { correspondent deux courbes tracées sur le cône isotrope, 
ayant son sommet à l'origine. 

On voit par là que pour D = D| = o les deux courbes tracées sur les dévelop- 
pables isotropes se réduisent aux courbes minima, arêtes de rebroussement de 
ces développables, et, par suite, le milieu du segment décrit une surface minima. 

Ainsi est vérifiée la formule connue, relative aux surfaces minima, 
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Il est aisé d'établir pour les surfaces à développée moyenne plane une formule 
analogue à la précédente. 

Nous avons vu (p. 21) que par la transformation 

(les deux groupes de variables se rapportant au même système) l'équation 



devient 



ouaiti ou ou t ^ 

de (/c, de de, 



En d'autres termes, par la transformation indiquée, l'équation des surfaces 
minima se change en une équation définissant les surfaces à développée moyenne 
plane. Il suffira donc d'intégrer cette équation pour obtenir l'expression de ces 
surfaces. Nous trouverons ainsi une équation qui, rapprochée de celle des surfaces 
minima, nous permet d'écrire le système 

($ = U C,+ « I C-i±_^i(C'+C' 1 ), 

(0 

1= C + C, -+- 2î^-2 (C'-C,). 

Si Ton désigne par x , y t , z les coordonnées de la développée moyenne de la 
surface minima; par x { , y { , z, celles de la développée moyenne à la seconde 
surface, on trouve les relations 

x \ — — *»0» 

D'ailleurs, d'après la nature même des coordonnées, les normales aux points 
correspondants des deux surfaces sont parallèles. De ces remarques il est aisé de 
déduire que les surfaces minima et les surfaces à développée moyenne plane 
considérées ici sont associées dans les mêmes conditions que celles considérées 
par M. Darboux à l'endroit cité tout à l'heure. 

Si l'on rapproche les équations des lignes de courbure des deux catégories de 
surfaces, on obtient les équations 

C*ûfa l — C[du\ = o 9 

Cette dernière équation est d'ailleurs celle des lignes asymploliques des sur- 
faces minima. 
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On voit donc que les lignes de courbure des surfaces à développée moyenne 
plane correspondent aux lignes asymptotiques des surfaces minima associées. Si 
l'on voulait avoir une correspondance entre les lignes de courbure des deux caté- 
gories de surfaces, il suffirait de changer C 4 en — C n dans l'expression de Ç rela- 
tive aux secondes surfaces. 

Nous venons d'indiquer une méthode pour déduire, d'une surface minima 
donnée, une surface à développée moyenne plane qui revient à la méthode de 
M. Darboux. Elle repose sur l'association des deux formules (i). 

Nous allons maintenant reprendre le problème et nous associerons ces deux 
catégories de surfaces dans des conditions un peu différentes. 

Soient #, y y z les coordonnées d'une surface absolument quelconque S; c, c', 
c" les cosinus directeurs de la normale; x , y , z les coordonnées de la déve- 
loppée moyenne, p la demi-somme des rayons de courbure. Nous désignerons 
par des majuscules les quantités correspondantes d'une surface 2 transformée 
de S par les relations 

r X x 

u x u x 

Nous avons déjà déterminé pages 19 et 21 une série de relations entre les quan- 
tités # , y 0} s , p ; c, c', c" relatives à S et ces mêmes quantités relatives à S. 
Nous allons compléter le Tableau en déterminant les expressions des coordonnées 
de chaque surface en fonction des éléments de l'autre. 

Nous obtenons ainsi le Tableau suivant : 



Y — /p , Jo = — * R«» 

C'=-,. c'=i-, 

£ ~ Xq, ^o 33 — ^0> 



C'' 



C — /£., /»" ,**■' 

R . c . v c — l u' 

v c'y — c'z C'Z-C/Y 

X = — c' ' x = C » 

ri _ c<x — cy _CY-C'X 

L- -, , Z- gj , 

K,= i(y + c'p 9 ), p, = -i(Y + C'R,). 

On voit que ces dernières formules sont réciproques au signe près. 
de M. 
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Si l'on fait p =o, il vient Y =o et les formules précédentes permettent de 
déduire d'une surface mini ma donnée une surface à développée moyenne plane, 
et réciproquement. 

La relation 

T = -£ 

montre que les deux surfaces se coupent suivant une courbe située dans le plan 
des xz. Ce plan étant la développée moyenne de l'une des surfaces et la surface 
minima étant à elle-même sa développée moyenne, on peut dire que les deux 
surfaces considérées et leurs développées moyennes ne coupent suivant une même 
courbe plane. 

Les coordonnées x, y 7 z\ X, Y, Z sont liées parla relation 

(X + -5)»h-(Z — *)«-+- Y* -h ^ = 0. 

Or, par deux rotations convenables imprimées aux deux surfaces, on peut 
ramener la relation précédente à la forme suivante 

(X - j?)»-t- (Y -r)'-*- Z'-f- *' = o. 

Si maintenant nous considérons celte relation comme définissant une transfor- 
mation de contact, nous trouvons 

\z=z x 4- pz> ar = X-hPZ, 

Y = y + qz 9 y= Y4-QZ, 



Z = - izs/i -hpt + q*, z = iZs/i H- P 1 -+- Q f . 

Ces relations équivalentes à celles que nous venons d'établir ont été données 
par O. Bonnet (*). Nous venons de voir qu'elles définissent une transformation 
de contact. De cette remarque on déduit la proposition suivante : 

Soient x, y, z les coordonnées d'une sur/ace minima. Considérons une 
sphère mobile de rayon ± iz dont le centre est la projection du point de la 
sur/ace minima sur le plan des xy ; l'enveloppe de cette sphère est une sur- 
face à développée moyenne plane. Réciproque ment, si x, y, z désignent les 
coordonnées d'une surface à développée moyenne plane, V enveloppe de la 
sphère sera une surface minima. 



( * ) O. Bonnet, Note sur un genre particulier de surfaces réciproques ( Comptes rendus 
des séances de V Académie des Sciences de Paris, t. XLII, i856, p. 485). 
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Comme exemple de la théorie précédente, considérons la surface minima d'En- 
neper. Elle a pour équation 

£ = «(««! -h 3) (u 1 H- il*). 

Pour en déduire la surface à développée moyenne plane qui lui correspond, 
d'après la méthode de M. Darboux, il faudrait d'abord identifier l'équation précé- 
dente avec la relation 

g=nC,-m,C — '^""' (C'h-C;). 

On trouve 

C = — 2CtU* 9 C\ = — 2au\. 

Portant ces valeurs dans la formule 

il vient 

£ =za(u*-\- u\) — $auu x (u -4- «, ). 

On vérifierait sans peine que cette équation définit une surface à développée 
moyenne plane. 

Mais, laissant de côté cette première méthode, cherchons la surface déterminée 
par la seconde. 

Nous devons opérer la transformation 

t * l 



V 



t 



s, t>, e 4 étant toujours définies dans le premier système 
L'équation devient alors 



Ç = a(3^-P)^-H^) 



Revenant à la notation primitive, nous pouvons écrire 



ou bien 



£ = a(3M, — «)U*^-Lj, 

5 = a (s; " " 3 ) "" " M| * (^ " *■) = s (Yî " uu% dy 
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Nous supposons 



i i 






Sous cette dernière forme, on constate que la surface à développée moyenne 
plane déduite ainsi de la surface minima d'Enneper est une surface double. Elle 
est le lieu du milieu d'un segment dont les extrémités relient les points à nor- 
males opposées de la surface 






Si Ton a recours aux formules données (p. 9), on trouve pour expression 
des coordonnées des courbes relatives à la développée moyenne de cette dernière 
surface, 

x = oaur 9 x=z — =-» 

J J u\ 

. , 12a 



u 



1 



Elles sont définies par les systèmes 

(x — îy) l = ioSaz* 9 i2a(x-t->iy) — s*=o, 
x -+- i y =. o, x — iy = o. 

Les lignes de courbure sont déterminées par le système 

3 _i 

U* — 3lKj *=p, 

S _1 

Par suite, les lignes asymptotiques de la développée moyenne sont données par 
les relations 

w 2 — 3w t *=X. 

Nous avons vu (p. 37) qu'une surface S, étant donnée (la surface définie 
par T| est de cette nature) il existe une surface minima correspondant à la déve- 
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Joppée moyenne de S 1 avec orlhogonalité des élémenls dont les lignes de cour- 
bure et les lignes asymptotiques correspondent respectivement aux mêmes lignes, 
l'un des systèmes étant pris sur ia surface E,, Taulre sur sa développée moyenne. 
Cherchons cette surface. 
On a ici 

B = — iau*y B t =: — • 

Les formules de la page 34 nous donneront donc 
x~ 6a I (u*—i)udu 

I u* l = —"("*— 2)+ 3a — l - — ^-! , 

J ; = — 6ia I (u* •+- 1) u du 

4-cna I 3 tf^t — tt*(« s -t-2) + 3ta — ? — ^-? , 



12a 



5 = — 12a / u 1 du — \2 a I — ~ = — 4 au 3 h 

J J u \ " 

La première courbe minima est définie par le système 

8(^ , H-y î ) H- 93* =0, 

(# — ^y) 3 -t- 27a5*=o. 

La seconde est donnée par le système 

5*— 48a(,r-h l'y) = o, 



j* — #y 



5 = 24ae na . 

Avant de terminer ce paragraphe, disons encore un mot des surfaces à déve- 
loppées moyennes planes prises en général. Nous avons vu qu'on est amené à les 
considérer comme dérivant des surfaces minima ou des surfaces S 1 selon qu'elles 
admettent pour développée un plan réel ou un plan isotrope. Cette particularité 
nous met sur la voie d'une surface plus générale renfermant les surfaces précé- 
dentes à titre de cas particuliers, et d'où, par la transformation déjà indiquée, on 
pourra déduire l'ensemble des surfaces à développées moyennes planes. Il est aisé, 
en effet, de déterminer l'équation aux dérivées partielles de cette surface. 

Soient x , y , z les coordonnées de la développée moyenne d'une surface 
quelconque; a, (3, y des constantes également quelconques. Dans le cas qui nous 
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occupe on a 

(i) aa?o-+-P/ -*-y-o=o. 

Définissons une fonction o par la relation 

(a) (« + «,)« -*-*(«,— m) (3 -h (uiti — i)y -h 9=0. 

Si Ton porte dans l'équation (i)les valeurs de x ,y , z définies page 8 et qu'on 
tienne compte de (2), on constate que l'équation aux dérivées partielles des sur- 
faces à développées moyennes planes peut s'écrire 

(3) W <*p dl d 9 âj i d'y t 

r âti()iti du x du du du x dudu x * 

équation dont l'intégrale est définie par la formule 

U, Ui représentant des fonctions respectives de u et de u x ; U', U', les dérivées de 
ces fonctions. 

Si maintenant nous effectuons la transformation 

s Ç " 

on vérifie que l'équation (3) se transformera en une équation définissant une 
classe de surfaces qui renferme à titre de cas particuliers les surfaces minima et 
les surfaces E,. Ces cas particuliers s'obtiendront par une détermination conve- 
nable des constantes a, [3, y« I-a transformation précédente appliquée à la for- 
mule (4) donnera en termes finis les surfaces cherc liées. 



VI. — Courbes tracées sur le cône isotrope. 



Nous avons déjà vu que les surfaces H peuvent être définies par l'équation 

5 = uCt -h «, c - LïJîîb. (c+c; + d + d, ). 



On en déduit les expressions suivantes des coordonnées de la développée 
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moyenne 

*.= f l -=^-C?du + ^-D'4- yi^ïî C7rf«,+ i=^D' |f 

J 2 2 J 2 ! 2 * 

Ces formules permettent de constater, ce que nous avons dit déjà, que pour 
D = o, D, = o la fonction $ définit les surfaces minima. 

Nous allons dire quelques mots des surfaces pour lesquelles on a au contraire 
C = o, Ci = o. 

On a alors 

4 4 

y ~i — -, — D' — i — j— l -D l9 
4 4 

2 2 ' 

Ces formules montrent que les deux courbes, lieux des extrémités du segment 
dont le milieu décrit la développée moyenne, sont des courbes tracées sur Tunique 
cône isotrope auquel se réduisent les deux développables isotropes. 

On vérifie qu'un point quelconque^, y, z du segment mobile satisfait à la 
relation 

c x -+- c'y -+ c ff z — o. 

La normale à la surface est donc perpendiculaire au rayon vecteur de tout 
point du segment et, par suite, est perpendiculaire au plan déterminé par ce 
segment et par l'origine. 

Cette propriété des surfaces considérées permet d'indiquer ce mode de construc- 
tion de la normale : 

Traçons deux courbes quelconques sur un cône isotrope et coupons-les peu- 
un plan quelconque passant par V origine ; si, par le milieu du segment qui 
relie les points d 7 intersection des deux courbes et du plan, nous élevons une 
perpendiculaire à ce plan, cette droite sera la normale à la surface H corres- 
pondante. Le point milieu du segment décrira la développée moyenne. 
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VIL — SURFACES S A LIGNES DE COURBURE PLANES. 

> 

Nous n'avons pas à exposer ici la théorie générale des surfaces à lignes de 
courbure planes. Ces surfaces ont été considérées par de nombreux auteurs. Nous 
signalerons enlre autres M. Rouquet (*), qui en a donné un exposé intéressant, et 
M. Darboux ( 2 ), qui traite la même question dans son Ouvrage sur la théorie des 
surfaces. Nous nous inspirerons des considérations de l'illustre géomètre. 

Soient données deux familles de sphères définies par les équations 

a?* -h y* H- s*4- Ai x 4- A t y 4- A,s 4- A 4 — o, 
x* 4- y* 4- s 1 — B j x — B,/ — B j z — B 4 = o, 

A,, A 2 , . .. désignant des fonctions quelconques d'un paramètre variable a; 
B,, B 2 des fonctions également quelconques d'un second paramètre (3. 
Le plan radical de ces sphères est donné par l'équation 

(At 4- Bj)# 4- (A, -h B,)y 4- (À, 4- B,)s 4- A 4 4- B 4 = o. 

L'enveloppe de ce plan donnera les surfaces dont un des systèmes conjugués 
est composé de surfaces planes ( 8 ). Pour avoir les surfaces à lignes de courbure 
planes, il suffit d'écrire que la condition d'orthogonalité est remplie. 

On doit avoir identiquement 

a;b; + a;b; + a;b; = a;b;, 

équation dont J.-A. Serret a donné la solution complète ( 4 ). 

L'auteur obtient trois systèmes de solutions, d'où l'on déduit les trois équations 

olx — (3y + (ty 1 — «*— s/K—is/i-hfi*)* =/(«) 4- cp((3), " 
a?cos(3 -+-y sin(3 — olz 4- /(a) 4- <p((3) = o, 

2a^4-aP7 4-(i — a* — (3 s )«=/(a) 4-<p((3). 

Ces équations définissent des plans dont les enveloppes donneront les surfaces 
cherchées. Les deux dernières classes de surfaces sont des cas limites de la pre- 
mière. 



(*) Rouquet, Mémoires de V Académie des Sciences de Toulouse, 8 e série, t. IX, 1886. 

(*) Darboux, Théorie des surf aces, t. I, p. 127. 

( 8 ) Voir Darboux, Théorie des surfaces, t. T, p. 127. 

(*) Journal de Liouville y i re série, t. 48, p. 116. 
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Nous devons maintenant identifier chacune des trois équations avec celle des 
plans tangents aux surfaces S 

(u -h u x )x -+- i(u t — u)y-\- (uu x — \)z •+■ w,A 4- «Ai -+- B -4- B t = o. 

Prenons d'abord la première équalion. 

Si Ton pose X = costo, l'identification des équations des deux plans conduit 
aux relations 



P = 



y/( i + e* itû u 1 ) ( i + e iitû u\ ) 
e itù i{u x — u) 



tf(i + e Ut »u*)(i-t-e ii1ù u\ ) 
et l'on trouve 

l = - e'V(«-*-« 1 '"« , )( | H-« lll *«ï) [/(«) + ?(P)1» 

formule où l'on suppose a, (3 exprimées en fonction de tt, u 4 au moyen des rela- 
tions précédentes. 
Posons maintenant 

a — cosp, j3 = <cosp|. 

Il vient alors 

Ç= - t 1 — = A t a + Aii| + B-4-B l9 

sinp — sinp t 

R, R 4 désignant deux fonctions respectives de p et de p<. 
On vérifie que l'équation S 

= o 



du* du\ 



est ici équivalente à la suivante 

Riv^. aR # + R = riv + an; + R | = o. 
On a donc 

R 1V + 2 R' -h R = const. = k, 
R\ v -+- 2 R", -+- R, = const. = — A . 

Finalement on trouve 

Ç= (a« -h bUi + me-t* 1 »— n e iCLtù uu t ) arc tern g (e itù u) 
• 4-(ôw -i-ai/t-t- /i c-'P 40 — /ne l P to ww,)arctang(e /w a 1 ) a -t- (3 = a. 
de M. 8 
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On trouve pour équations des lignes de courbure 

c -+- c"sina> tangp -4- i sinw tangp = o, 
c l -h c* sinu tangpt — i sinw tangp, — o. 

Considérons maintenant la seconde équation. 
On trouve ici 

D'où l'on tire 

Ç = Aw,4- A, «4- B + B,= <p(«ii,) -+-^( — ] v/""ï 

Posant 

%• 



ri = 



il vient 

, £f_ . , ^ 

a<P uy ~~ du x ' 

Eliminant (p, ^ et leurs dérivées, il vient 

dw* dfi t l cwjJ ou 

Remplaçant t; par sa valeur, on trouve 

Ur — - =1/7 — — • 

Nous retrouvons ainsi l'équation donnée par M. Goursat ( 4 ). 
Si nous portons dans cette équation les valeurs des dérivées secondes de £ 
déduites de la relation 

£ = A «, -+- Aj a -h B -t- B,, 

nous obtenons l'équation fonctionnelle 

a, « f A'— m«; A; •+- ^B" — a* B", = o, 

(*) Goursat, Équation aux dérivées partielles du deuxième ordre, t. I, p. 137. 
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et Ton trouve 

£ = (a«a,-h bu — cc/ t -f- */) logi* -h (auu^ — bu -+- cu t -h rf) logw,, 

# , 6, c désignant des constantes arbitraires. 

Les lignes de courbure sont définies par les équations 

. (i-f-p )c"-h î — p =o, 
(i — p t )c -+- i(i -+-pi)c f =o. 

Ces lignes se composent donc de méridiens et de parallèles et les surfaces cor- 
respondantes sont des surfaces moulures. 
Prenons enfin la troisième équation. 

On trouve ici 

u -+- M, 
a = > 

D'où 

£ = F(«* -+-«,)-+- Fi(i« — tt t ) = Aw,-H-À 1 // +B + B,. 

Éliminant F et F,, il vient 

D'où, avec un choix d'axes convenable, 

£ = 8/wmWi(m*+ mJ) -+• /i(ii-H il,) 3 -+-!«,(«, — */)*-+- — (//*-4-mJ). 

Nous avons ici des surfaces algébriques dont les lignes de courbure sont définies 

par le système 

c 4-p (i — c") = o, 

c'-f-ptO — c') = o. 
Nous allons faire une étude spéciale de cette dernière catégorie de surfaces. 



VIII. — Propriétés générales des surfaces H algébriques 

A LIGNES DE COURBURE PLANE. 

Ces surfaces, qui (nous venons de le voir) satisfont à l'équation 

du 1 du\ 
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doivent encore vérifier l'équation 

du 2 du\ 

Elles sont donc définies par la solution commune à ces deux équations, solu- 
tion qu'on peut exprimer par la relation déjà trouvée 

(i) £ = 8 m «i/i (a* -h u\) -+- n(u -+- «,)•-+- //k 1 (u 1 — #/)*4- —(a* -h u\). 

On trouve pour équations des lignes de courbure 

d*l 
dur 

Par suite, en désignant par c, c', <? les cosinus directeurs de la normale, par p, 
p< les paramètres des lignes de courbure, on obtient les relations 

p = i*-h «,, p l = i(u l —u) 9 
d'où 

2C+p c'-p=:0. 
2C'H- p,^ — Pi==0. 

Ces équations définissent deux familles de cercles tracés sur la sphère de 
rayon 1 et passant par une même droite. Les plans de ces cercles sont parallèles 
à ceux des lignes de courbure. 

Si Ton exprime a, u h en fonction de p, pi, \ prend la forme 

5 = m (p* — p\ ) -+- nf— n x pj 4- | (p*— pj ). 
L T équation du plan tangent peut alors s'écrire 

4p^4-4p 1 y-i_(p»- hp * — 4)^ -h 4^*(p* — p!)-*-4*p 3 -- 4«iPÎ + /?(p , ~ pï) = o. 

Si Ton cherche l'enveloppe de ce plan qui n'est autre que la surface étudiée, 
on est amené à écrire les deux équations 

iix-\-p (z -+- p)-\-6n p* + 8mp , = o, 
2 y -+- pi (s — p) — 6/ijpî — 8wpJ = o. 

Ces deux équations définissent les deux familles de plans des lignes de cour- 
bure, plans qui, comme l'on sait, enveloppent des cylindres. 

Les surfaces que nous étudions possèdent une ligne ombilicale donnée par 
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l'équation 

<?£ — $% _ 

du* ~~ du* ~~ °* 

Déterminons maintenant la nature des quatre courbes des plans isotropes. 
Les fonctions arbitraires ont ici la forme 

i A = 8mM 8 -t- 3 (ai -4- in l )u* f &i = 8ntu\-\- 3(/i — in t )u* f 

(3) \ p p 

j B = (n— m 1 )« 3 + — u* 9 Bi = (/t -Kt/i,)aJ-+- — wj. 

I <â 4B 

Introduisant ces valeurs des quatre fonctions et les valeurs de leurs dérivées 
dans les formules de la page 9, on trouve que la courbe dépendant de A est donnée 
par un système de la forme 

[<x(x -+- iy) -+- $z]* + [y(x ■+■ iy) 4- z*] (Xs -+- jx 2 ) = o, 

& — iy = o, 

a, ^ y? )t, |jl désignant des constantes. 

La courbe dépendant de B sera représentée par un système analogue oùx -f- iy 
sera remplacé par z et z par # — t'y .dans la première équation. 

La seconde sera 

x -\- iy=. o. 

Les deux autres courbes se déduiront des premières par le changement de / 
en — i. 

On voit donc que Ton a quatre cubiques. 
Étudions la surface des centres. 
Puisqu'on a 

du 1 du\ 
l'expression 



V du* du* 

est rationnelle. Il s'ensuit que les expressions des coordonnées des deux nappe9 
de la surface des centres sont rationnelles. 

De là découle la propriété suivante de cette surface : 

Les deux nappes de la surface des centres, relatives à une surface S algé- 
brique, à lignes de courbure planes, constituent deux surfaces distinctes, 

Soient x ^y ^ s l es coor données de la développée moyenne ;X, Y, Z, X„ Y<, Z t 
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celles des deux nappes de la surface des centres; R, R' les rayons de courbure. En 
vue des applications nous allons écrire le Tableau des expressions de ces quantités 
en fonction de m, u { . On a donc 

#0= 8m(tt 3 + u\) 4- $in x (u} — u\) — — (u 4- «,), 
y = 8 im{ u\ — a 1 ) 4- 3 m ( u\ — «*) 4- 1 — ( w, — a), 

S =: — I2/w(m s 4- M*>4-/l(w 4~ "i) (""i— «*— " "î — 3) 

4- {/!,(£*,— w)(3 — «//,—• a'— */}) — ^-(^-f- mJ); 

X z=8m(u -r- Wi)*-H 3«(m 4- M|)*, 

Y = 8 im ( «, — m ) ( u 1 4- £/ J 4- 4 ««i ) 

4-6m(i/* — £/*) — 3/i^iit — «)*-+" îp( u t — u )y 
Z = i2t?i[2 u* u* — (u -i- f/i) 5 ] 4- n [3m 1 w, -h 3 u\ m — m 3 — wj — 6(a-h u t )] 

(A) ( 4 

. — 3/2(m 4- aj) 1 — 6m 1 (aJ— «*) — p("4- a,), 

Y, = 8 im ( w, — ** ) 3 -t- 3 /i, ( /i t — */ )*, 
Z,= — i2m[2u*u\-h(u l — ti)*] — n(u -+- Ui)* 

4- m [3 «*«*, — 3«aJ 4- m 3 — - « 3 4- 6(«i— «)] 4- 4- [2 — («••+■ W|)*]; 
R = i2w[(« -f- Mi)*4- 2« î wJ] 4- n(u 4- «j) (6 4- 4"«t— "* — «?) 

— |/l, ( «j — M ) 3 4- ^ [ 2 — ( U X — «)* ], 

IV = i2m[(« 1 — u) 1 — 2 u*u]*\ — /i(« + m,) 3 

— 1/1,(1*1 — m) (64- 4 w«i+ « ! + u]) — 4- [a 4- (a 4- </i)*]. 

Le Tableau (À) nous donne, entre autres formules, 

X = 8mp 3 4- 3/ip*, 
Y,=— (8mpi4-3/i lP î). 

Ces deux relations nous permettent de constater l'exactitude de la proposition 
d'O. Bonnet d'après laquelle à chaque famille de lignes de courbure correspond, 
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sur chaque nappe de la surface des centres, une famille de courbes planes. Nous 
voyons qu'ici les plans de ces courbes sont parallèles. 
Pour toute surface vérifiant l'équation 

du*~du\ y 

l'élément linéaire prend une forme remarquable. 
On a, d'une façon générale, 

Tenant compte de la relation précédente, on trouve 



rf5t= W[d(u+ u x )]*+Yï'*[di(u x - uj\* 



Posant 



il vient 



util — i 

— = cosy, 



ds*=: sin* f- (R* dp* -h R'* dp*). 



• 

Cette formule résulte encore des expressions suivantes des différentielles des 
coordonnées de la surface 

dx = 4 /,'~ P J~^, Kfo-h %—J£±——Wdp u 

(p i H-PÎ + 4)" r (p 4 H-pî+4) 1 r 

(p'4-pï +4) 1 ^ (p î H-p*H-4) 1 r 

Ces formules mettent en relief le caractère des lignes singulières 

R = o, R'=o. 

Nous allons maintenant parcourir quelques cas particuliers que nous obtien- 
drons en faisant diverses hypothèses sur la valeur des constantes qui figurent dans 
l'expression de Ç définie par la relation (i). 
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Premier cas : m = o. 

Du système (2) on déduit les équations 

(s + p) 1 — [finx =0, 
(z— p) % -h 48/1,7 = 0. 

On voit par là que les deux familles de plans des lignes de courbure enve- 
loppent deux cylindres à sections paraboliques. 

Si Ton tient compte des valeurs des fonctions arbitraires définies par le 
système (3), on trouve que les quatre courbes des plans isotropes sont aussi des 
paraboles. L'une d'elles est définie par le système 

z* = R(n -+- in x ) (x -4- iy), 
X — IV = o. 



Deuxième cas : n = n s =. o. 

Les trois premières formules du Tableau (A) nous montrent que les courbes 
décrites par les extrémités du segment mobile sont données par les formules 



X = 16 mu* — pu, 


x,= 


16 mu\ — pu l9 


Y = — 16 im « 3 — ipuy 


Y,= 


i6imu\-t- ipu t , 


Z = — 24 mu 1 — — w*, 

2 


Z, = - 


24 mu\ — — «?. 

1 2 * 



On en déduit les deux systèmes de la forme 

X'-t-Y'-hXZ^o, X f +Y»-f-XZ* = o, 

X-+-iY-+-a(X-*Y)Z = o, X-«ï + «(X + /Y)Z = o. 

Ces courbes sont donc les intersections respectives de deux surfaces du second 
degré par une même surface de révolution également du second degré. 

Les courbes des plans isotropes se composent de deux cubiques et de deux 
paraboles. 

Troisième cas : m = p = o. 

Nous obtenons ici des surfaces à développée moyenne plane. 

Pour le constater, il suffit de considérer les deux premières formules du 
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Tableau (A). On déduit en effet de ces formules 

Nous avons remarqué (p. 54) que toute surface à développée moyenne plane 

> 

pouvait être considérée comme dérivant d'une surface qui admet, à titre de cas 

particulier, les surfaces miniraa et les surfaces S f . Cherchons quelle est ici cette 

surface. 

L'équation 

nx +- n t y =o 
peut s'écrire 



Nous avons pris 



ôuôu x ou oit\ 



n — f/i t :=a, n 4- in x = a x . 



La transformée de cette surface sera 



Oo a ici 



(av-+- a x v x ) 



u t 



dvd\>x 



dZ 



dÇ 



a, -r «t- =0. 



v = w, 



v* = — 



u* 



Revenons aux coordonnées Ç, u } u K . L'équation précédente devient 

L / âuâu l au ôu x ^J x âuâUi 

On trouve pour intégrale de cette équation 



/ 



a 



ç = -[2M.C + Qi/d-cr -h «M,) (c 4- c;)] + 



a 



i±fl(C' + C',). 

a. l 



Pour a + a, = 2/i = o, on a la surface minima. 
Pour a = n — i /i, , on a la surface H, . 

La surface cherchée est donc le lieu du milieu d'un segment dont les extrémités 
relient les points à normales parallèles d'une surface minima et d'une surface H. 



Quatrième cas : m = n* = o. 

Nous allons considérer ici toute la famille des surfaces parallèles. Si Ton 
désigne par k une constante, cette famille est définie par la formule 



(=ji(if-t-i<t)'-+- £-(u*-+-u\) + k(i-*-uu l ). 
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On a ici 



dur au\ r 



= 6np -+-/?. 



On voit clone que la ligne ombilicale 

du 1 



= o 



est ici une ligne de courbure. 
Les coordonnées de la famille de surfaces sont déterminées par le système 



4p.r -H 4pi7 -H (p f H- pî — 4)(* 



(i) 



k) ■+- 4 « p* 4- /? (p* — pj ) -f- 8 A: rz o, 
Qa;-f-p(2-h Ar-f-/>) 4-6np , = o, 

2^ H-p,(5-H *— />)=0. 



D'où Ton tire 



x = 



y = 



__ /?(p;4-2)-4-4A:-4-np(3p* — p*-hi2) 



— P 



Pi 



p l -t-p}4- 4 

/?(p l -h 2) — 4^-h-4«p* 



p*4-pÎ4-4 
= />(pî — p «) -f- (4 — p»— p» )Ar — 8/tp» 

p l -h pj -+- 4 



Pour /i = A* = o, on trouve la cyclide de Dupin. 

Étudions les lignes définies par la relation p = const. On les obtient en élimi- 
nant p f entre les trois équations (i) et Ton trouve 

(z -h k ~p)[4p^4-(p«— 4)(s-h k) r+-bnp* + pp*-t-$k] — 4/ , = Q, 

2#-4-p(£-hAr-H/?)-h6/ip*=o. 

La seconde équation définit le plan d'une ligne de courbure. La première équa- 
tion est celle d'un cône, sur lequel est tracée cette ligne. 
Le sommet du cône est défini par le système 

(2 — p«)/> — a/ip» — 4* 

«X- " — 9 



2p 



= o, 



z =p — Ar. 
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On a pour équatioDS des génératrices 

4p ap 

r=~Ç <* + *-/»)• 

Le cône trouvé est un cône de révolution. Pour nous en rendre compte effec- 
tuons le changement de coordonnées déGni par les formules 

jj zz^ z==z y 

vV-M 

z + k= r - -• 

v/p'n-4 

■ 

Si Ton fait £ = o, l'équation du cône devient 
4 (5 ,f -+-/») — p^-M — ^^ j=^=> ^- J - +pp*(p + {inp) = o. 

VP h-4 

Sous cette forme, on reconnaît un cône de révolution dont les sections droites 
sont définies par la relation 

, 2x-t-p(z -+- k) 
x' = r ' = const. 



vV-t-4 



On trouve pour équation de l'axe 

x = *- p — np*-\ ^ £ -y 

2 P r P 

,y = o. 

On vérifie que cet axe est perpendiculaire au plan de la ligne de courbure de 
paramètre p défini par l'équation 

2X-h(z-h k-h p)p 4-6/1 p 1 =o. 

Nous avons donc trouvé un cône de révolution dont l'axe est perpendiculaire 
au plan de la ligne de courbure, intersection du cône et du plan. Les lignes de 
courbure de paramètre p = const. sont donc formées de cercles. 

D'où cette conséquence : 

Les lignes de courbure de paramètre p= const. 7 tracées sur une surface 
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définie par V équation 

£ = n{u -h "i) 3 -+- -(u*-\-u\) 4- Ar(i 4- uu t ) 9 

Je 

forment un système cyclique. 

Pour n = o les deux familles de lignes de courbure forment des systèmes 
cycliques; ce sont ceux de la cyclide de Dupin. 

En terminant l'élude de ce dernier cas nous devons dire un mot de la cyclide 
de Dupin, qu'on obtient, nous l'avons dit, en faisant n = o dans l'expression de ç. 

Nous pouvons écrire 

l = p(u*+u\). 

On trouve, pour équation de la surface en coordonnées cartésiennes, 

z(x* + y* -h z 1 — p*) -+- />(/* — x l )-= o. 

La développée moyenne est ici un paraboloïde hyperbolique défini par l'équa- 
tion 

y* — x* 



ip 

La surface en question appartient à la classe des surfaces H,. Nous pouvons en 
déduire la définition suivante : 

La cyclide de Dupin est V enveloppe d'une sphère variable tangente au 
plan des xy, dont le centre décrit le paraboloïde hyperbolique équilatère 
ayant pour axe celui des z et admettant le plan des xy pour plan de section 
principale. 

Les courbes minima arêtes derebroussement des développables isotropes sont 
celles qui servent à engendrer la surface minima d'Enneper. 

Nous avons vu que de toute équation S, on pouvait déduire un système 
cyclique. Appliquant les formules précédemment données, on constate que ce 

système peut élre ici défini par les équations 

» 

y (x — x ) -h x (y —y )-o, 
( a *2 + JÎ )[(* — *o) 2 -h (y —/o)* -+- * f ] -h (xl — y\ )[(x — x ) x -+- (y — y 9 )y%] = o. 

On peut appliquer ici le théorème de M. Cosserat précédemment cité et cher- 
cher la surface correspondant à la développée moyenne avec orthogonalilé des 
éléments, et ayant même représentation sphérique de ses lignes asymptotiques 
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que les lignes de courbure de la cyclide. Le calcul conduit à la surface minima 
d'Ennepcr. Nous sommes ainsi arrivé à grouper ensemble la cyclide de Dupin, 
la surface minima d'Enneper et le paraboloïde hyperbolique équilalère. 

Le paraboloïde sera la développée moyenne de la cyclide, et correspondra 
avec orthogonalité des éléments à la surface minima d'Enneper. Les lignes 
de courbure de cette dernière sur/ace correspondent aux lignes asympto- 
tiques du paraboloïde et ses lignes asymptotiques aux lignes de courbure de 
la cyclide. 



IX. — Surfaces Ç=(a — cLuu { )log(u m u™ 1 ). 



Nous avons vu que toute surface H peut être définie par l'équation 

l = uc t -+- Ul c - i±iîfL' (C-+- c; 4- D -h D, ), 

les fonctions C, C, caractérisant les courbes minima, arêtes de rebroussement des 
développables isotropes relatives à la surface; D, D< caractérisant des courbes 
tracées sur le cône isotrope. 

Cherchons à déterminer ces quatre fonctions de telle sorte que les quatre 
courbes correspondantes soient des hélices ou des cercles. 

Les coordonnées de la développée moyenne sont données par les formules 



/ l -~ u% nmj I - « ! 1W C l — w î nm j * — "? iv 
7 — C"du+ 7— D'-+- / y—î-G^Wi-h — 7~^l> 

y = i I — - — C du -+- * — t- — D — i ! — -. — - Cj du x — i — j — - D ! , 

Zq = C i' vdu+ ~ d'-h Ç ç c^rf^H- Çd;. 



On trouve 

G = X u (i — loge/), D = — plogu -h £, 

C, = A, */, (î — loge/, ), D, == — fxj loge/, 4- k u 

\, X,, u., u,, , A*, Ar, sont ici des constantes quelconques. 

Aux fonctions C, Ci correspondent deux courbes minima qui sont des hélices, 
et aux fonctions D, D, deux cercles tracés sur un cône isotrope et situés dans des 
plans parallèles au plan des xy. 
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Posons 

X-h i*. = iam y X,-+- fji|=: 2a ï m u 
X — [L=Liam y \ v — ix 1 z=2a l m l . 

Ç prend alors la forme 

l=:(a — otuu { )]o^u m -h(a t — (x i iiU t )\ogu^ 

-+- m(a + a) -f- m^aj-f- «,) \uiix 

Gela posé, nous allons déterminer les constantes de telle sorte que le rapport 
des distances d'un point quelconque de la développée moyenne à la surface S et 
au plan des xy soit constant. 

Le calcul conduit à la valeur de \ donnée par la formule 

(i) S = (a — aMW 1 )log(M m H?«) -hywi/,-h y u 

y et y t ayant les valeurs 

Les coordonnées de la développée moyenne sont ici données par les formules 

m (a \ m* ( a \ 

2 \U / 2 \lt l ) 

imf a\ im*fa \ 

y = — [au h ( oui ), 

/ 2 \ uj * \u l ) 

z = \og(u m u™*) — (m -H m,)a, 

Cette dernière formule définit la demi-somme des rayons de courbure. 
Des deux dernières formules on tire 

(a — a)z Q -+- (a-f- a)p =o< 

Cette relation montre que le rapport — a bien une valeur constante. 

Po 

Si maintenant nous cherchons la nature des deux courbes lieux des extrémités 
du segment mobile, nous trouvons que ces courbes sont des hélices. La première 
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a pour équations 

z-¥\ma 



x -h ty a 



t 



-zz — e m < rt-Ha > 
x — ly a 

On obtiendra la seconde en changeant m en m K dans les formules précédentes 
et i en — i. 

Nous avons ici le mode de construction suivant : 

Par le milieu d'an segment reliant les points de contact de deux plans 
respectivement tangents à deux hélices de même a-xe et au cercle de l s infini 
menons une droite parallèle à V intersection de ces plans. Cette droite don- 
nera la congruence des normales aux surfaces définies par V équation (i). 

Pour ces surfaces le rapport des distances d'un point quelconque de la déve- 
loppée moyenne à la surface et à un plan fixe est de valeur constante. 
Les lignes de courbure sont définies par les relations 

/— / — ivf™ 

La formule 

(a-a)5 +(a + a)p =o 

montre que pour 0L = a l'on a des surfaces minima. A première vue, on croirait 
pouvoir conclure de même que pour a = — a l'on a des surfaces. à développée 
moyenne plane. Mais il faut remarquer qu'alors la valeur de p donnée par le 
système (2) devient infinie, en sorle que les coordonnées de la surface prennent 
elles-mêmes une valeur infinie. On peut, si l'on veut, substituer à la surface E 
considérée une surface parallèle à celle-ci. Alors z , p sont liées par une relation 
linéaire de la forme 

(a — a)z -h (a -h a)p +^-o, 

et, selon qu'on fera a — a = o ou a -f- a == o, on aura des surfaces parallèles à des 
surfaces minima ou des surfaces à développée moyenne plane. 

Nous allons faire diverses hypothèses sur les valeurs des constantes m, m K , a, a. 

Pour /n = /W| = i, on trouve une surface dont la développée moyenne est 
donnée par l'équation 

àzs/xî-hy* = ae a + a +-<xe " + * . 



i 
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La développée est donc une surface de révolution qui, pour a = a, devient une 
alysséide. 

On vérifie que la surface S correspondante est, elle aussi, une surface de révo- 
lulion. 

Si l'on fait a = a, on a p = o. 
t Les surfaces H sont donc ici des surfaces minima engendrées au moyen de deux 
courbes, dont la première est définie par les équations 



x 



= — amacosf )> I 

\2n1aJ 



y =z 2m 



asinf ) 

\2ma/ 



On obtiendra la seconde en changeant m en m 4 , i en — i. 
Pour 

fl + «=o, y = y { =zo f 

il vient 

5 =z — (m -i- m x )a. 

On a donc des surfaces à développée moyenne plane. 
Pour 

a =r a, m = m t =: 1, 
il vient 

? = a(i — «/«!) logww, -+- 4au"i- 

Nous avons ici une surface minima de révolution; par conséquent l'alysséide. 
Cherchons quelle est la transformée de l'alysséide que l'on obtient, quand on 
effectue le changement défini par les formules 



r * l 
Ç= y v=zu, v t =L 

"1 "i 



On trouve 



Ç = fl(tt+ "i)10g h a[(l7T — 4)" -H *7Ttf|]. 

Conformément à ce que nous avons démontré ailleurs, on trouve 

I 

La surface est donc à développée moyenne plane. 

Si Ton cherche l'équation de la surface S elle-même, on trouve 

5 = 0. 



1 
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D'où l'on tire cette conclusion : 
La transformation 

établit une correspondance entre les points d'une alysséide et d'un plan. 

Ici l'équation de la développée moyenne devient évidemment illusoire. 
Supposons 

a = — a, m = — m, = i. 

Nous avons 

Ç=a(i4-«H,)logii. 

Cette surface est-elle aussi à développée moyenne plane, elle donne lieu à la 

relation 

z -+-c /; p = o. 

D'où l'on conclut que les projections du rayon vecteur et de la demi-somme 
des rayons de courbure de la surface S sur l'axe des z sont des quantités égales et 
de sens contraire. 



X. — Surface minima hélicoïdale. 

Parmi les surfaces que nous venons de considérer il faut ranger la surface mi- 
nima hélicoïdale qu'on obtient en faisant dans (i) 

a = «, m — — m t = i 9 ^ = ^, = 0. 

C'eût été ici le lieu d'exposer les principales propriétés de cette remarquable 
surface S. Toutefois, pour ne pas prolonger indéfiniment ce travail, nous allons 
nous borner à énoncer quelques résultats. 

La surface minima hélicoïdale est une surface double S. Elle est décrite par 
le milieu d'un segment dont les extrémités relient deux points à normales oppo- 
sées de la surface S définie par l'équation 

Yî = 2alog — • 

D'autre part, si l'on cherche la développée moyenne de cette dernière surface, 
de M. 10 
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nous retrouvons la même surface hélicoïdale, lieu du milieu du segment considéré 
tout à l'heure. La surface r\ a donc cela d'intéressant qu'elle nous donne une 
solution du problème qui a pour objet de déterminer les surfaces admettant la 
surface minima hélicoïdale pour développée moyenne. 

A un point donné de la surface i\ correspondent deux points distincts sur la sur- 
face minima : le point lieu du milieu du segment mobile et le point de la développée 
moyenne correspondant au point donné de tj. Quand ce dernier point décrit la 
surface t\ } les deux points de la génératrice rectiligne décrivent la surface héli- 
coïdale. 

Les coordonnées de v\ sont définies par les formules 

p? — i p(pî-Hi) 
x ~ a — — — z, 

PPi *Pi >> 

. PÎ4-I , . p(pj — i) 
y = — la — h i ^- 1L1 z t 

PPi 2 Pi 

4* , 



I -hp 



p, pi sont ici les paramètres respectifs des parallèles et des méridiens de la surface. 
Eliminons p f . On trouve pour équations des parallèles 



x 



Si Ton pose 



= sin ( i , r z\ — zp cos ( i —->—*- z ) 

P V 4* / r \ 4« / 

lia /. 1 4-p* \ . /.i + p ! \ 

y = cos i . r z ) -h zp sm ( i , ' z ) 

p \4«/ r \4«/ 



\ = P±±lx ' -h ^'-PÎ) 



Pi 2 Pi 7 ' 



ï == -^-J — = — x -+- { - L - — y, 
2p, ip x Jy 

7é =i z, 

on trouve que tout méridien est une courbe du quatrième degré intersection des 
deux quadriques 

XY — 2fl/Z = o, 

X«-+-(Z — 5, )« — *«= O, 

z K désignant ici une des coordonnées de la surface hélicoïdale. 
De ces formules on déduit aisément la construction suivante : 

Soient données une surface minima hélicoïdale ayant pour axe celui des z, 
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7^> 



et sur cette surface une génératrice rectiligne quelconque. Déterminons un 
paraboloïde hyperbolique équilatère de forme invariable ayant pour axe 
celui des z, contenant V origine et dont l'un des plans asymptotiques con- 
tienne la génératrice rectiligne. Associons à ce paraboloïde un cylindre de 
révolution tangent au plan des xy, ayant pour axe la génératrice recti- 
ligne; quand cette génératrice décrira la surface hélicoïdale, la courbe 
intersection des deux quadriques mobiles décrira en se déformant une sur- 
face r k . 
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ERRATA. 



Page 9, deuxième ligne après les formules ç (xyz) — o, ty(xyz) = o, au lieu de x^y^ z , 
il faut X, Y, Z. 

Page 27, au lieu de j^ = F(p) h- F,^), i//aa* ^^ = F(*>) + f |(P|) . 

Page 4i» deuxième ligne, au lieu de du*^ o, il faut du\ = o. 

Page 43, au lieu de 

(\ + uu^to* dul-+- 2(B-kB') = 0, 
il faut 

(n- uUi)B" du* -h 2(B — uB')dudui = o. 

» 

Page 62, au /iew de 

Zi = . . .»>i[3w*«i— 3 «m} -H a*— a}n-6(ai — a)]. • ., 
il faut 

Zi = . . .i'ni[3tt*ai— 3«a}-f- a J — a} h- 6(w t — m)] 
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